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1. BOLUM

GIRIS

Bu tezin amaci tikiz ylizeyler icin Siniflandirma Teoremi ve ispatini yapmaktir.

Yiizey deyince, her noktasiicin diizlemde acik bir diske homeomorfik bir komsulugu bulu-
nan bir topolojik uzay aklimiza gelmelidir. Eger bir ylizey digerine "siirekli olarak déniis-
tiiriilebiliyorsa”, yani iki ylizey arasinda bir homeomorfizma varsa bu iki ylizeye birbirine
denk diyecegiz. Bu calismamizin temel teoreminde bahsedilen simiflandirma, bu denklik
siiflaridir.

A Guide to Classification Theorem for Compact Surfaces ( Gallier ve Xu, 2013) kitabin-
dan, Siniflandirma Teoreminin tarihcesini yazarsak: "k titizce yazilmis ispat (Brahana,
1921) tarafindan yapilmistir. Ancak bu sonucun farkli formlari cok daha 6nceden 1861'de
(Mébius, 1886) tarafindan, 1866'da (Jordan, 1866) tarafindan, 1888'de (Dyck, 1888) ta-
rafindan ve 1907'de (Dehn ve Heegard, 1907) tarafindan bildirilmistir."

Bu calismamizda, Siniflandirma Teoremi ve ispatini (Zeeman, 1966) calismasini takip
ederek yapacagiz. Bu ispati yaparken "Cizge kuramini" kullanacagiz. Cizge kavraminin
temelleri Leonard Euler tarafindan ilk defa 1736'dan "Koningsberg'in 7 képriisii” soru-
sunun ispatinda atilmistir.

Her sey Konigsberg kentinde ortaya cikan bir sorunun Euler’in kulagina gitmesiyle bas-
lamistir. Sehirde eski ve yeni Pregel Nehirleri birleserek Pregel Nehrini olusturuyordu.
Sekil 1.1'de gosterildigi gibi, bu nehirler sehri dért béliime ayiriyor ve bu dért bélimi
birlestiren yedi képrii bulunmaktaydi. Biitiin képriilerden yalniz bir defa gecmek kosulu

ile tiim sehir gezilebilir miydi?

KONIGSBERG

Sekil 1.1. Konigsberg sehri krokisi



Euler soruyu ¢ézmek icin, sehri gezmek yerine problemin ¢éziimiinii kagit izerinde ara-
maya basladi. Euler, sehrin krokisinden, her bir ana karaya nokta ve bu ana karalar: bir-
lestiren képriiler icin ilgili noktalar: birlestiren birer kenar cizerek asagidaki Sekil 1.2
gibi bir cizge modeli Gizerinden problemi c6zmeye calisti. Bu cizime ilk cizge modeli de-
nilebilir. Euler bu cizimle ¢c6ziimii bulabildi mi? Evet ¢6ziildii. Ancak problemin cevabinin
"gezilemez" oldugunu kanitlamis oldu.

Euler bu soru ile cizge kuramina giris yapmistir ve cizge kurami da topolojinin baslangici

olmustur.

Sekil 1.2. Kénigsberg cizgesi



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR

Bu kisimda temel tanim ve teoremlere deginecegiz. Temel tanim ve 6rnekleri yazarken

Yildiray Ozan'in, "Tiirevlenebilir Manifoldlara Giris" (Ozan, 2016) kitabindan faydalandik.

Tanim 2.1. Topolojik Uzay

X bir kime olmak tizere X'in kuvvet kiimesinin asagidaki kosullar1 saglayan herhangi
bir 7(X) alt kimesine X tizerinde bir topolojidir denir:

lL.oerTveX €7,

2. A bir index kiimesi olmak tizere her o € A icin bir O, € 7 var ise UaepaO4 € 7,
3.HerO; €7, i=1,..,k igin NF 0, €.

Bu durumda (X, 7) ikilisine topolojik uzay, 7 topolojisinin elemanlarina acik kiimeler,
acik kiitmelerin timleyenlerine de kapali kiimeler denir.

[ (X,7x) — (Y, 7y) iki topolojik uzay arasinda bir fonksiyon olsun. Eger her acik U €
Ty kilmesinin f altindaki ters goriintiisti X icinde acik bir kiime ise, yani f~1(U) € 7x
ise, f fonksiyonuna siireklidir, denir. Eger, stirekli f fonksiyonunun siirekli bir ters fonk-
siyonu varsa bu fonksiyona bir homeomorfizma denir. Bu durumda (X, 7x) ve (Y, 7v)

topolojik uzaylarina homeomorfik uzay denir.

Tanim 2.2. Hausdorff
X bir topolojik uzay olsun. Eger X'in birbirinden farkli her x ve y elemani icin x € U ve
y € V ozelliklerini saglayan iki ayrik UV ve V acik kiimeleri varsa o zaman X topolojik

uzayina Hausdorff denir.

Tamm 2.3. Acik Ortii
(X, 7) bir topojik uzay olsun. X = Uiel olacak sekilde X uzaymnin acik kiimelerinden

olusan bir {U;,i € I} ailesine X'in bir acik 6rtiisii denir.

Tanim 2.4. Tikizhik
Bir (X, 7) topolojik uzayinin her acik értiisiintin sonlu bir alt §rtiisii varsa bu uzaya tikiz,

denir.



Ornekler

1. Gergel sayilar kiimesi tikiz degildir. Clinki {(n — 1,n + 1) }nez acik értiistiniin sonlu
bir alt 6rtiisii yoktur.

2. Benzer sekilde (0, 1] C R arahi$ tikiz degildir. Cinkd {(1/n, 1]},,cz+ agik értistnin
sonlu bir alt értisi yoktur.

3. X = {0}U{l/n | n € Z'} C R alt kiilmesi tikizdir. Ciinkii O noktasmi iceren her
acik kiime bu kiimenin sadece sonlu elemanini digarida birakir ve bu sebepten dolayi bu

kiitmenin her acik 6rtiistiniin bir sonlu alt 6rtiisii vardir.

Tanim 2.5. Baglantili
Bir (X, 7) topolojik uzay1 bos olmayan iki acik alt kiimesinin ayrik birlegimi olarak yazila-

miyorsa bu uzaya baglantili denir. Baglantili olmayan uzaylara baglantisiz uzaylar denir.

Tanim 2.6. Taban

Bir X kiimesinin, 8 alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu aileye X, ¢ ve 3 ailesinin sonlu
sayidaki elemanlarinin ara kesitlerinin rastgele birlesimlerinden olusan alt kiimeleri de
ekleyerek bir topoloji olusturabiliriz. Bu topolojiye 3 tarafindan tiretilen topoloji denir.

Bu durumda S ailesine bu topolojinin bir tabani da denir.

Tamim 2.7. Ikinci Sayilabilir

Sayilabilir bir tabana sahip olan topolojik uzaya ikinci sayilabilir topolojik uzay denir.



3. BOLUM

YUZEYLER

Tanim 3.1. n-Boyutlu Manifold

X Hausdorff ve ikinci sayilabilir bir uzay olsun. Eger X her biri R™'in acik bir alt kiimesine
homeomorfik olan acik alt kiimelerinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, X 'e n- boyutlu to-
polojik manifold denir.

X = UUa, ve vy : Uy — Vo, Vo € R”, homeomorfizmalar ise ¢, : U, — V,, ailesine X
topolojik manifoldunun bir topolojik atlasi denir. Bu durumda bos kiimeden farkli her
UaNUg # © arakesiti igin

80 ¢s  PalUaNUs) = 0a(UaNUp)

bileske fonksiyonu R"nin acik alt kiimelerinin bir homeomorfizmasi olacaktir.

Tanim 3.2. Yiizey
Iki boyutlu bir manifolda yiizey denir. Daha ayrintili bir séyleyisle yiizey, asagidaki ko-

sullari saglayan bir topolojik uzaydir.

¢ Hausdorff'tur.

+ Herhangi bir noktasinda &yle bir acik komsuluk bulunabilir ki bu komsuluk R?nin

acik bir alt kiimesine homeomorfiktir.

» Ikinci sayilabilirlik 6zelligini saglar.

Yiizey Ornekleri:

N

Sekil 3.1. Kiire



Sekil 3.2, Torus

Sekil 3.3. Diigtimlenmis Torus

Sekil 3.4. Iki Delikli Torus

Sekil 3.5. Dikilmis Tki Kulplu Kiire

Sekil 3.6. Dikilmis Ug¢ Kulplu Kiire



Sekil 3.7. Klein Sisesi

Sekil 3.1, Sekil 3.2, Sekil 3.3, Sekil 3.4, Sekil 3.5, Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 ile verdigimiz yiizey

orneklerinin hepsinin ¢ 6zelligi vardir:

e Baglantihdir.
* Sinir bileseni yoktur.

« Ucgenlenebilirdir.

Sekil 3.7 ile verdigimiz yiizey digerlerinden farkli bir ylizeydir. Clinkii diger ylizeyler yon-
lendirilebilir iken, bu yiizey yonlendirilemeyen bir yiizeydir.

Sinir bileseni olan yiizeylere ise Mobiiis seridi ve halka érnek olarak verilebilir.

Tamim 3.3. U¢genlenebilir

Yiizey sonlu sayida kése, kenar ve ylizden olusacak sekilde parcalara ayrilabilir. Yiizeyleri
tcgenlere (ancak licgen yerine herhangi baska bir poligon da olabilir), bélme islemine iig-
genleme denir. Tabi ki ylizey egimli olunca kenarlar ve ylizeyler de egimli olacaktir. Me-
sela; kiireyi 4 kdse, 6 egimli kenar ve 4 tane egimli licgen olacak sekilde ticgenleyebiliriz

(Bkz: Sekil 3.8).



Sekil 3.8. Kiire yiizeyinin bir ticgenlemesi

Bir ylizeyi licgenlemenin bircok farkli yolu vardir. Ancak ylizeylerin ticgenlemelerinin or-

tak iki 6zelligi vardir:

* Her bir kenar iki ticgene (yiize) aittir.

Sekil 3.9. Her bir kenar iki ticgene (ylize) aittir.

» Her bir kése en az lic adet iicgene (ylize) aittir ve bir kdseyi ortak kabul eden {ic-

genler (ylzler) kdsenin etrafinda bir devir olusturacak sekilde siralanir.

Sekil 3.10. v késesi etrafinda tiggenler, devir olusturacak sekilde siralanmistir.



Asaida torus yiizeyinin bir Gicgenlemesini gérecegiz. Burada dikkat edilirse yiizler icgen
degil, dikdortgendir. Torus ylizeyinin bu iicgenlemesinde 12 kise, 24 kenar, 12 dikddrtgen
(yiiz) vardir (Bkz: Sekil 3.11).

Sekil 3.11. Torus ylizeyinin bir licgenlemesi

Yiizeylerin ticgenlenebilir oldugu (Radd, 1925) tarafindan ispatlanmistir. Bundan bdyle
calismamizda aldigimiz tiim yiizeylerin baglantili, kapali (sinir bileseni yok) ve ticgenle-

nebilir oldugunu kabul edecegiz.

Tanim 3.4. Yonlendirilebilirlik

Egeryiizey Mobius seridiicermiyorsa, ylizeye yénlendirilebilir, Mobius seridi iceriyorsa,

yonlendirilemiyen yiizey denir.

Klein sisesi yonlendirilemeyen bir yiizey 6rnegidir (Bkz: Sekil 3.7). Klein sisesinin iki adet
Moébius seridi icerdigini gérmek icin onu iki parcaya bélersek, her bir parcanin birer M6-
bius seridi oldugu gériilebilir (Bkz: Sekil 3.7). Bu nedenle Klein sisesi sadece bir M&bius
seridi icermekle kalmaz, ayn1 zamanda sinirlari boyunca birbirine dikilmis iki Mébius se-

ridinin birlegsimi olur (Bkz: Sekil 3.12).



hvd

Sekil 3.12. Klein Sisesi

Tanim 3.5. Homeomorfizma
Iki yiizey arasinda bire bir, 6rten, siirekli ve tersi de siirekli olacak sekilde bir déniisiim

varise, bu déniisiime homeomorfizma denir ve bu ikiyiizey de birbirine homeomorfiktir

denir. Yiizey érneklerinde verdigimiz, Sekil 3.2 ile cizdigimiz torus ve Sekil 3.3 ile goster-
digimiz diigimlenmis torus ylizeyleri birbirine homeomorfiktir. Ayrica Sekil 3.4 ve Sekil
3.5'de verilen sirasiyla, iki delikli torus ve dikilmis iki kulplu kiire ylizeyleri birbirine ho-

meomorfiktir. Diger verilen ylizey érnekleri birbirine homeomorfik degildir.

Smiflandirma ne demek?

Yiizeyleri, standart yiizeylerden bir liste olusturarak ve her yiizeyin standart yiizeylerin
birine homeomorfik oldugunu kanitlayarak siniflandiririz. Daha farkli sekilde séylemek
gerekirse eger iki yilizey birbirine homeomorfik ise, bu ylizeyleri ayni sinifa yerlestirece-
giz. Homeomorfizma, tiim yiizeyler izerinde bir denklik bagintisidir ve biz de bu denklik
siniflarini liste halinde siralayabiliriz. Topolojinin diger sonuclar: gibi siniflandirma te-
oreminin kayda deger bir basitligi vardir. Cok az sayida bulunduklari icin listeyi derlemek
kolay olur. Yiizey 6rneklerini verirken cizdigimiz 7 adet ylizey 6rneginde, toplam 4 adet

sinif vardir.

Standart yonlendirilebilir cins n yiizey
Bir kiireye kulp dikmek icin, kiireye iki tane kiiciik delik acin, bir silindir alin ve silindirin

kenarlariyla deliklerin sinirlarini birlestirerek dikin.
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Sekil 3.13. Kireye kulp dikmek

Deliklerin sinirlarindaki oklar, dikisin hangi yéne dogru olacagini géstermektedir. Silindi-
rin iki kenarindaki oklar ayni1 yone dogru ilerlerken, deliklerin kenarlarindaki oklar aksi
yone dogru ilerlemektedir. Uzerine kulp dikilmis bir kiire ile bir torus homeomorfiktir
(eger oklardan birisinin yonii degisecek olursa Klein sisesi elde edilir). Eger birden ¢ok
kulp dikilmesi istenirse, kiirenin farkli bélgelerine dikilmelidir. Standart yonlendirilebi-
lir cins n yiizeyini elde etmek icin kiire yiizeyine n tane kulp dikmek gerekir. Ozel olarak,
cins O yonlendirilebilir yiizeyi bir kiire, cins 1 yonlendirilebilir yiizey ise bir torus yiizeyi

olur.

Standart yonlendirilemeyen cins n yiizey
Kireye bu defa iki degil bir delik acip, deligin sinir1 boyunca, Mdbius seridinin sinir1 denk

gelecek sekilde, Mdbius seridini dikiyoruz (Bkz: Sekil 3.14).

Sekil 3.14. Kireye Mébius seridi dikmek
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Sonuclanan bu ylzey kendini kesen bir yiizey olur. Bu elde ettigimiz yiizeye gercel pro-
jektif diizlem denir. Eger iki delik acip, bu deliklerin her birine birer Mdbits seridi dik-
tigimizde elde edilen yiizey Klein sisesi olur. Benzer sekilde n delik acip n Mébius seridi

eklersek yonlendirilemeyen cins n ylizeyini elde ederiz.

Tanim 3.6. Kiire Gibi

M bir yiizey olsun. M yiizeyinin bir iicgenlemesini secelim. Eger M yiizeyinin, secilen -
genlemesinde, her basit kapali egri, ylizeyi ayiran egri (bu egri boyunca kesince yiizey iki
parcaya ayriliyorsa) oluyor ise bu yiizeye kiire gibi denir. Sekil 3.16'da goriilldigi gibi,
tor ylizeyi izerinde ylizeyi ayirmayan basit kapali egri bulabiliriz. Bu nedenle tor yiizeyi
kiire gibi degildir. Ancak kiire, kiire gibidir clinkii kiire tizerinde alacaginiz her basit ka-

pali egri, ylizeyi iki parcaya ayiracaktir.

Sekil 3.15. Kire gibi (yuzey lizerindeki her basit kapali egri ylizeyi ayirir)

Q C©

Sekil 3.16. Kire gibi degil (ylizey tizerinde yilizeyi ayirmayan basit kapali egri bulunur)
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Tanim 3.7. Euler Karakteristik

M bir ylizey olsun. M yilizeyinin bir ticgenlemesini alalim. Bu licgenlemede yiliz sayisina f,
kenar sayisina ¢, kdse sayisina v dersek, M yiizeyinin Euler karakteristigiv - e + f sayisidir
ve y ile gdsterilir.

Euler karakteristigi her iicgenleme icin farkli v, e ve f sayilariverse de v - ¢ + f sayisiher
zaman ayni sonucu verir. Asagida Ornek 3.1 ve Ornek 3.2'de torusun farkli iicgenlemele-

rine gore Euler karakteristik sayisini1 hesaplayacagiz:

Ornek 3.1. Torusun Sekil 3.17'de verilen iicgenlemesine gére Euler karakteristigini he-

saplayalim.

Sekil 3.17. Torus yizeyi ve licgenlemesi

kdse sayis1 =v =12

kenar sayisi= e = 24

ylz sayis1 = f =12

Torusun bu secilen icgenlemesine gore, Euler karaktersitigini hesaplarsak:
x(Torus)=v—e+f=12—-244+12=0

bulunur.

Béylece torusun Euler karakteristiginin 0 oldugunu buluruz.
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Ornek 3.2. Torusun simdi de Sekil 3.18'de verilen, Ornek 3.1'ten farkl bir icgenlemeye

gore x(Torus) = 0 oldugunu gdsterelim.

Sekil 3.18. Torus ylizeyinin baska bir icgenlemesi

kose sayis1 =v =9

kenar sayisi=e =18

ylz sayist1 = f=9

Torusun bu fark: ticgenlemeye gore Euler karaktersitigi hesaplandiginda, yine:
x(Torus)=v—e+ f=9—-184+9=0

bulunur.

Ornek 3.3. Bu érnekte ise kiirenin Euler karakteristigini hesaplayalim.

Sekil 3.19. Kiire ylizeyinin bir ticgenlemesi
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Kiirenin Sekil 3.19'de verilen iicgenlemesini kullanirsak:
kése sayis1 =v =4

kenar sayisi=e=6

ylz sayis1 = f=4

Buradan kiirenin Euler karaktersitigini hesaplarsak:
xKire)=v—e+f=4—-6+4=2

olarak bulunur.
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4. BOLUM
YARDIMCI TEOREMLERIN ISPATI

Bu béliimde Siniflandirma Teoremini ispatlamak icin ihtiyacimiz olacak Onsav 4.6 ve On-

sav 4.7'i ispatlayacagiz.

Onsav 4.6 ve Onsav 4.7'i ispatlarken kullanacagimiz tanimlar: yapalim:

Tanim 4.1. Cizge

Kogeler ve bu koseleri birbirine baglayan kenarlardan olugan baglantili ag sitemine ¢izge
denir.

Baglantili demek kdselerin, kenarlarin hepsi sadece bir parcada toplaniyor demektir. Bu

durumda herhangi iki k6se baglantili bir yol (¢izgenin kenarlari) ile birbirine baghdir.

Cizgelerin iki tane durumu vardir.
1. Doéngl icermesi
2. Déngi icermemesi

Eger 2. durum gerceklesiyorsa, yani bir cizge déngi icermiyorsa o cizgeye agac denir.

Tanim 4.2. Dongii
Bir késeden baslayip, farkli kenarlar tizerinden yine baslangic késesine doniilebiliyorsa,

bu kapali yola déngii denir.

VA P

Sekil 4.1. Soldaki cizge dongi icerirken, sagdaki cizge dongi icermez.
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Tanmim 4.3. Son-Kose

Bir cizgede kenar ve kdseler bulunmaktadir. Bu kdselerin durumlari farkli farkl olabilir.
Bir késeye bagli bircok kenar olabilir veya tek bir kenar bagl olabilir.

Eger bir kdseye bagli tek bir kenar var ise bu kdseye son-kése denir. Sekil 4.2'da a,b,c,d,e,f,g,h

koseleri son-kose iken, Sekil 4.3'de hic son-kdse bulunmamaktadir.

Sekil 4.2. Son-kdse bulunan bir cizge.

Sekil 4.3. Son-kdsesi bulunmayan bir cizge.

Onsav 4.1. Her agac en azindan bir son kése icerir.

Kanit. Olmayana ergi yontemi ile ispatlayalim.

Kabul edelim ki hi¢ bir agacin son késesi olmasin. Son-kdsenin tanimindan bu demektir
ki, agacin her késesinden birden fazla kenar gecmektedir. Simdi agacin herhangi bir ko-
sesinden baglayarak bir yol takip edelim dyle ki, her gectigimiz kenardan bir daha gecme-
yecek sekilde bir yol olsun. Kse sayisindan bir fazla kenar sayisinin {izerinden gecilince
mutlaka bir déngii gerceklestirilmis olur. Ancak bu bir agac¢ oldugundan déngi icermez,

bu bir celiskidir. Sonuc olarak her agac en azindan bir son kése icerir.
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Onsav 4.2. Eger T bir agac ise 0 zaman x(7') = 1 olur.

Kanit. Timevarim yontemini kullanarak ispati yapacagiz. Timevarimi 7" agacindaki ke-
nar sayisl lizerinden yapacagiz.

Kabul edelim ki T, kenar sayisi e, kdse sayis1 v olan bir agac olsun.

Timevarimin baslangic adimini gésterelim:

1.Adim: Kabul edelim ki 7" agacinin kenari bulunmasin, yani e = 0 olsun. Buna gére T’
agacinin hic kenari olmadigindan bu agac sadece kiselerden olusmaktadir. 7" agacinin iki
va da daha fazla késesi olamaz. Clinkii bunun bir ¢izge olmasi icin késelerin birbiriile bag-
lantil1 olmasi gerekiyor. O halde tek bir tane kdsesi olmalidir. Bunedenle v = 1 vee = 0
olur ve buradan da x(7") = 1 — 0 = 1 oldugu bulunur.

2.Adim: Kabul edelim ki e — 1 adet kenar1 olan agaclarin Euler karakteristiginin 1 olsun.
3.Adim: Simdi ise e tane kenari olan bir 7" agaci icin x(7') = 1 oldugunu gdsterelim.

T agacinin v tane kdse ve e tane kenari olsun. Onsav 4.1'ten her agacin en az bir tane
son-kdsesi oldugunu séyleriz. O halde, T" agacindan bir son-kése ve buna bagli kenar: ¢i-
kartalim. Bu yeni olusan agaca da 7" diyelim. Buna gére 7" agacinin Euler karakteristigini
hesaplayalim. 7" agacinin kdge sayisi v — 1 kenar sayisi e — 1 olur.

Dolayisiyla;

(I =v—-1—(e—1)=v—1—e+1=v—e=x(T) olur.

T" agacinin kenar sayisinin e — 1 oldugundan x(7”) = 1 oldugunu séyleriz. Sonug olarak

x(T) = x(T") = 1 bulunur.

Onsav 4.3. Eger (7, dongii iceren bir cizge ise o zaman y(G) < 1 olur.

Kanit. Kabul edelim ki (&, déngii iceren, v adet kdse ve e adet kenar iceren bir cizge olsun.
Bu durumda x(G) < 1 oldugunu gésterelim.

G cizgesinden G'yi baglantili birakacak gekilde bir kenar ¢ikartalim. Dolayisiyla yeni bir
cizge elde etmis olduk. Buna da (G diyelim. (7 cizgesinin kenar sayisi e iken G ¢izgesinin
kenar sayisi e — 1 olur. Ancak kése sayisinda bir degisiklik olmaz. O halde;

X(G) =v—eve

x(G1)=v—(e—1)=v—e+ lolur

18



Buna gére x(G) = x(G1) — 1 esitligini elde ederiz. Yeni elde edilen (G ¢izgesi bir agac
olabilir veya yine bir dongu icerebilir. Eger (7| bir agac ise islemi durdururuz. Eger agac
degilse, G| cizgesindeki déngiilerden birisini daha yok edecek sekilde bir kenar daha c1-
kartiriz ve yeni cizgeye (G5 deriz. Bu islemi agac elde edene kadar devam ettiririz ve en
sonunda agac elde edince dururuz. Bu islemi r kere yaparak sonunda 7, agacini elde et-

tigimizi varsayalim. Buna gore, » > 1 olmalidir. Sonug olarak:

elde ederiz.

Tanim 4.4. Dual U¢genlemeler
Baglantli, kapaly, ticgenlenebilir bir M ytizeyi alalim. M ticgenlenebilir bir yiizey oldugu
icin bunun bir cok degisik ticgenlemesi vardir. Bu ticgenlemelerden bir tanesini secelim.

Kesik kesik cizgilerle, Sekil 4.4'te gisterilen dual iicgenlemeyi asagidaki gibi tanimlaya-

lim.

Sekil 4.4. Kesik cizgilerle, dual icgenleme gdsterilmistir.

Ucgenlemedeki her X tiggeni icin, iicgenin icinde bir x noktasi secelim ve bu késeye X {i¢-
geninin dual-késesi adini verecegiz. Eger X ve Y licgenlerinin ortak bir kenari varsa, o
zaman onlarin dual kdseleri olan x ve y noktalarini ortak kenarin izerinden bir defa ge-

cecek sekilde bir kenar ile birlestirelim.
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Dual késeleri birlestirerek olusturdugumuz bu kenara da dual kenar xy denir. Dikkat
edilirse dual kenar, komsu kenari sadece bir kez keserken, bagka bir kenar1 kesmez (Bkz:

Sekil 4.4 ve Sekil 4.5).

Nz
Z

Sekil 4.5. x, y ve z dual kdselerini birlestiren xy ve xz dual kenarlari

Eger bir agac dual kise ve dual kenar iceriyorsa buna dual agac denir.
Simdi ise bir dual agacin tiimleyenini tanimlayalim. 7" dual agacinin timleyeni K; T ile

hic kesismeyen, M 'nin kenar, kdse ve yiizlerinden olusan kiimeye denir.

Sekil 4.6. Dual agac ve tiimleyeni

Yukaridaki sekilde bir yiizeyin bir ticgenlemesinden bir kesit verilmigtir. Bu kesit icin, kir-
mizl ile ¢gizilen agac, bir dual agac iken, mor ile ¢izilen ise M yiizeyinin tiimleyenini ifade

etmektedir.
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Onsav 4.4. Dual agacin tiimleyeni baglantilidir.

Kanit. Kabul edelim ki M bir ticgenleme, 7" dual agac ve K da T dual agacin tiimleyeni
olsun.Timleyen K, M iicgenlemenin biitiin késelerini icerir. Dolayisiyla K'nin baglan-
til1 oldugunu gostermemiz icin M iicgenlemesinde herhangi iki kése aldigimizda bu iki
kosenin tiimleyen K'daki kenarlarla birlestirilecegini g6stermemiz gerekir. Ispat icin tii-
mevarim yontemini kullanalim. Dual agacindaki kenar sayilari tizerinden tiimevarim uy-
gulayalim. Dual agac 7T"deki kenar sayisini n ile gésterelim.

1.Adim: Eger T', kenar1 olmayan bir dual agag ise, yani n = O ise T"nin timleyeninin bag-
lantili oldugunu gésterelim.

Eger dual agacta hic dual kenar yoksa, agac sadece dual késeler icermelidir. O halde, agac
bir cizge ve cizgeler de baglantili oldugundan, bu dual agac sadece bir tane dual kése icer-
melidir. O zaman K tiimleyeni, A 'nin biitiin kenarlarini icerir. Dolayisiyla M baglantili
oldugundan, K da baglantihdir.

2. Adim: Eger dual agacin n— 1 adet dual kenari var ise bu agacin tiimleyeninin baglantili
oldugunu kabul edelim.

3. Adim: Kabul edelim ki 7" dual agacinin n adet kenari olsun. Bu durumda 7"nin tiimle-

yeni K'nin baglantili oldugunu gésterelim.

Sekil 4.7. I’ dual agac
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Onsav 4.1'den 7" dual agacinda en azindan bir tane son kése vardir. Bu son késeye de x

diyelim.

Sekil 4.8. 1" dual agaci ve tiimleyen K

Bu son kdseye baglh bir dual kenar vardir. Bu kenara da xy diyelim. Sekil 4.8'de gosterildigi
gibi x, y dual kdselerinin bulundugu yiizlere X ve Y, bu iki yiiziin ortak kenarina ¢ ve X

ylzinin diger iki kenarina a ve b diyelim.

Sekil 4.9. 11 dual agaci ve tiimleyen K

Dual agacindan xy kenarini ve x kdsesini silelim. Yeni olusan dual agaca T agacy, timle-
yenine de K diyelim. O zaman dual agacin n — 1 tane dual kenari olur. 2. adimdan bir
dual agacin n — 1 tane dual kenari varsa bu agacin tiimleyeni baglantilidir. O halde 77'in
timleyeni K| baglantilidir. Simdi ise 7"nin timleyeni K 'nin baglantili oldugunu géstere-

lim.
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K'min K'den farki, K'da X yiizii ve c kenar1 mevcut degildir. K'da c yolu olmasa da c ke-
nari1yerine a ve b kenari kullanilabilir. Dolayisiyla K baglantili oldugundan, K tiimleyeni

baglantilidir.

Onsav 4.5. Maximal dual agac biitiin dual késeleri icerir.

Kanit. Kabul edelim ki 7" bir maximal dual aga¢ olsun. 7"'nin maximal bir dual aga¢ olmasi
demek, T"yi iceren baska dual agac olmamasi1 demektir. Bu agacin biitiin dual késeleri
icerdigini gostermemiz gerekmektedir.

Ispati olmayana ergi yéntemi ile yapalim.

Kabul edelim ki 7', x dual késesiniicermesin. Sekil 4.10'de gosterildigi gibi P, x késesinden
T'nin herhangi bir noktasina bir yol olsun. P yolunun hic bir késenin iizerinden gecme-

mesini saglayabiliriz.

Sekil 4.10. Maximal dual agac, biitiin dual kdseleri icerir.

q noktasi, P yolunun Y {icgeni ile karsilastigi ilk nokta olsun. Dolayisiyla q noktas1 Y ic-
geninin kenari iizerinde olmak zorundadir. Y iicgeninin bu kenar1 bagka bir icgenin de
kenaridir. Bu komsu licgene de Z ticgeni diyelim. Bu Z licgeninin icinde dual kése olmak
zorundadir. Bu dual késeye de z diyelim. z dual késesi 7" maximal agacinin icinde olma-
yacaktir. Dolayisiyla 77 diye baska bir agac tanimlayalim. 77 agaci bu z dual késesini ve yz
dual kenarini da icersin. O zaman 7 agaci T"den daha biyiiktiir. Dolayisiyla kabulimiiz

dogru degildir. Yani maximal agac biitiin dual kdseleri icerir. U
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Siniflandirma Teoremi'nin ispatini yaparken kullanacagimiz, Onsav 4.6 ve Onsav 4.7'i is-

patlayalim:

Onsav 4.6. M baglantili, kapaly, icgenlenebilir bir yiizey ise, o zaman (M) < 2.

Kanit. Kabul edelim ki M baglantily, kapali, ticgenlenebilir bir ylizey olsun, buna gére
x(M) < 2 oldugunu ispatlayacagiz.

M'nin bir G¢genlemesini secelim. 7" maximal dual agac ve (G, T'nin tiimleyeni olsun. O
zaman 7 biitiin dual koseleri icerdiginden (Onsav 4.5) ('nin hig yiiz icermedigini sdyle-
yebiliriz. Bu nedenle (i sadece kenar ve kigelerden olusur ve baglantilidir (Onsav 4.4). 0
halde & bir cizgedir.

M, G ve T icin asagidaki ¢ esitligi elde ederiz.

1) M yizeyinin kose sayisi ile G'nin kose sayis1 aynidir.

2) M'nin kenar sayisi, 7" ve GG'nin kenar sayilari toplami ile esittir.

3) M'nin yiiz sayisi ile T'nin kdse sayilari egittir.

UM, e, far sirastyla M'nin kése, kenar ve yiiz sayilarini,

va, €a, fa sirasiyla G'nin kose, kenar ve yliz sayilarini,

v, er, fr sirastyla 1"nin kose, kenar ve yiiz sayilarini géstersin.

Oyleyse;
xX(M) =vy —em + fu

=vg — (er +eq) +va

=vg —eéqg +vr —er
()

= x(G) +x(T)

=14 x(T)

<2,

olur.

[

Onsav 4.7. Eger M kapali, baglantili, iicgenlenebilir bir yiizey ise asagidaki iic durum

denktir.
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1) M yiizeyi kiire gibidir.
2) x(M) =2

3) M yizeyi kiireye homeomorfiktir.

Kanit. Asa@ida verilen 6nermelerin denk oldugunu gostermeliyiz.

1) M yuzeyi kiire gibidir.

2) x(M) =2

3) M yizeyi kiireye homeomorfiktir.

Ispati1 = 2 = 3 = 1 seklinde oldugunu gésterdigimizde tamamlamis olacagiz. Simdi
1 = 2 oldugunu goéstermek ile baslayalim. Olmayana Ergi yontemini kullanacagiz. Kabul
edelim ki y(M) # 2 olsun ve celiski bulmaya caligalim. Kabul edelim ki 7" bir maximal
dual agac ve T"nin tiimleyenini de  ile ifade edelim.

Bun gore:
x(M) = x(T) + x(G)

2)
£2-1

2|

Bu nedenle G bir agag degildir (Onsav 4.2). Bu nedenle G bir déngii icerir. Bu déngiiye ise
c diyelim. Bu déngi M yiizeyinde basit kapali bir egridir ve M ylizeyini iki parcaya ayirir.
Cinki M yiizeyi kiire gibidir. Bu parcalardan her biri en az bir tane yiiz icerir. Dolayi-
siyla her biri en az bir tane de dual kése icermek zorundadir. Dual késelerden herhangi
ikisi 7"deki bir yol ile baglanabilir, clinkdl 7" bir agactir ve agaclar baglantilidir. Bu yol,
T'nin timleyeni olan G ile kesismez ve dolayisiyla c ile de kesismez. Yani M 'nin iki par-
casindaki noktalar c ile kesismeyen bir yol ile birlestirilebilir. Bu nedenle ¢, M yiizeyini
ayirmaz. Ancak bu bir celiskidir. Clinki yiizey kiire gibi oldugundan, bu yiizeyde alinan
her basit kapali egrinin yilizeyi ayirmasi gerekirdi. Sonuc olarak M kiire gibiise y(M) = 2
olur, 6nermesini géstermis olduk.

Tkinci olarak 2 = 3 oldugunu, yani (M) = 2 oldugunu varsayalim ve M yiizeyinin kii-
reye homeomorfik oldugunu gésterelim.

Kabul edelim ki 7" maximal dual agac ve G de bunun tiimleyeni olsun.
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Buna gore:

@)

elde ederiz.

0 halde, Onsav 4.2'i kullanarak, G'nin bir aga¢ oldugunu séyleriz. Bu ¢ agacini kalinlas-
tirarak, bir komsulugunu alalim ve buna N((G) diyelim. N(G)'nin diske homeomorfik ol-
dugunu gosterecegiz.

Her agacin bir son kdsesi vardir. Agacin bir son késesinden baslayarak yavas yavas tek

bir nokta kalana kadar agaci blizelim (Bkz: Sekil 4.11).

AVARLVALVAVERNES

Sekil 4.11. Agac noktaya biiztiliiyor.

Noktanin komsulugunu aldigimizda, diske homeomorfiktir. Bu noktanin komsulugu olan
diskten, Sekil 4.12'deki gibi, agacin geri kalan kenarlarini teker teker kalinlagtirarak, diske
eklersek, tekrar agaci elde ettigimizde, bunun kalinlastirilmig halinin yine diske home-

omorfik bir ylizey oldugunu goriiriiz.

____________________________________

Sekil 4.12. Noktadan baslayarak agacin komsulugunu aliyoruz.

Sonug olarak N(() diske homeomorfik olur. Benzer sekilde 7" de bir agac oldugu icin
bunun kalinlagtirilmisi olan N (7") de diske homeomorfiktir. Buradan N ve G'nin kom-
suluklari olan diskleri, sinirlari boyunca birbirine yapistirarark M yiizeyini, yani kiireyi
elde ederiz. Dolayisiyla M yiizeyi kiireye homeomorfiktir.

Son olarak 3 = 1, yani M kiireye homeomorfik ise kiire gibidir oldugunu ispatlayacagiz.
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Gostermeye calistigimiz; kiire izerinde aldigimiz herhangi bir basit kapali egri C"'nin yi-
zeyi ayirdigidir. Burada Jordan Curve Teoremi'nin polygon formundan faydalanacagiz.
Kabul edelim ki, C'nin sonlu sayida biiylik, cembersel yaylardan olusan bir polygon ol-

sun (Bkz: Sekil 4.13) .

Sekil 4.13. Kiire tizerinde alinan C' basit kapali egrisi ylizeyi ikiye ayirir.

Kiire iizerinde, ("den gecmeyen bir x noktasi secelim. Genelligi bozmadan, x noktasini
kuzey kutbu olarak kabul edelim. Kiirenin tizerinde, x'ten farkli, yine C"nin {izerinden
gecmeyen bir y noktasi alalim. x noktasindan y noktasina C"nin kenarlarini keserek ¢iz-
digimiz egriye ise xy diyelim (Bkz: Sekil 4.13.) C'nin xy ile kesisme sayis1 ya tek ya da cift
olmalidir. Eger tek sayida ise y noktasi C' kapali egrisinin icinde, cift ise disindadir.

Dolayisiyla C basit kapali egrisi yiizeyi, kesisim sayisi1 tek olanlar ve kesisim sayist cift

olanlar diye iki bélgeye ayirir. O halde ylizeyimiz kiire gibidir.
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5. BOLUM

SINIFLANDIRMA TEOREMININ iSPATI

Teorem 5.1. M kapali, baglantili bir yiizey olsun. M yiizeyi standart olan yiizeylerden biri-

sine homeomorfiktir.

Kamit. M yizeyinin bir ticgenlemesini alalim. Bu ticgenlemeye gére M yiizeyinin Euler
karakteristigini hesaplayalim.

M baglantily, kapali bir yiizey oldugu igin x (M) < 2'dir (Onsav 4.6).

Eger y(M) = 2 ise M yiizeyi kiireye homeomorfiktir (Onsav 4.7).

Eger y(M) < 2 ise bu durumda M yiizeyi kiire gibi degildir (Onsav 4.7).

O halde, kiire gibinin tanimi geregi M yizeyinde yilizeyi ayirmayan bir C' egrisi bulabili-
riz. M ytizeyinde C'nin kalinlastirilmigini ele alahim. C"nin kalin seridi bir silindir veya

M¢ébius seridi olabilir (Bkz: Sekil 5.1).

Sekil 5.1. C egrisinin komsuluklari

C'nin kalinlagtirilmisi eger silindir ise C' egrisine yon koruyan egri, Mébius seridi ise C'

egrisine yon korumayan egri denilmektedir.

Simdi her iki durum (€' egrisi y6n koruyan ve yon koruyan olmama) icin "ameliyat” isle-

mini yapacagiz:

Eger C, yon koruyan bir egri ise o zaman bilindigi gibi C"nin kalinlastirilmis hali bir silin-
dir olacaktir. Eger (' egrisi boyunca yilizeyi kesersek baglantili baska bir yiizey elde ede-
riz. Clinkd ¢, ylizeyi ayirmayan bir egridir. M yiizeyini C' egrisi boyunca keselim, olusan
iki sinir1 disk ile kapatalim. Ancak disklerin sinirlarina yénlerini gosteren oklar1 koymay1

unutmayalim ki bu oklar sayesinde, tekrar nereden dikmemiz gerektigini hatirlamak icin.
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Sekil 5.2. Yon koruyan C' egrisi boyunca yiizeyi kesersek

Eger (', yon korumayan bir egri ise o zaman C"nin kalinlagtirilmis hali bir Mébius seridi
olacaktir. Eger (' egrisi boyunca ylizeyi kesersek baglantili ve bir sinir1 olan bagka bir yi-
zey elde ederiz.

M yuzeyiniC egrisi boyunca keselim, olusan tek sinir1 disk ile kapatalim. Her iki durumda
da bu sekilde elde edilen yiizeyi M, yiizeyi olarak adlandiralim.

M, ylzeyinin Euler karakteristigini hesaplarsak:

x(M)+ 2, C yonkoruyan ise
x(My) = .
x(M)+ 1, C yon korumayan ise

olur.
Yukaridaki esitligi gosterelim. Ilk olarak C'nin yén koruyan bir egri olma durumuna ba-
kalim. Yizeyi (' egrisi boyunca kesince ' egrisini ylizeyden cikartalim. (' kapal bir egri

oldugu icin k tane kdsesi varsa k tane de kenari vardir.

Sekil 5.3. C egrisinin bir iicgenlemesi
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C' egrisinin Euler karakteristigini hesaplarsak y(C') = k — k = 0 olur. Dolayisiyla bu C
egrisini ylizeyden cikartmak Euler karakteristigini degistirmez.

(' egrisini ¢ikardiktan sonra iki tane sinir bileseni elde ederiz ve bunlar1 da ameliyatla
disk ile doldurmustuk. Bu diskin Euler karakteristigini hesaplarsak; sinirda % tane kdse
vardl, ortaya da bir kése koyarsak k + 1 tane kése olur. Bu durumda 2k tane kenar ve k

tane de yiizey olusur.

Sekil 5.4. Disk yapistirilan C' egrisinin bir icgenlemesi

Diskin Euler karakteristigi y(Disk) = (k+ 1) — 2k + k = 1 olur. C egrisinin y6n koruyan
olma durumunda, iki adet disk doldurdugumuz icin ameliyat ile Euler karakteristigi de 2
artmis oldu.

Tkinci durum olan C' egrisinin yén korumayan durumu icin esitligi gésterelim.

Bu durumda C egrisi boyunca M yiizeyini kesince ici bos bir tane sinir bileseni elde edili-
yordu. Ameliyat ile sadece bu sinirin icini disk ile doldurdugumuz icin yeni olusan yiizeyin
Euler karakteristigi 1 artmis olur.

Eger x(M;) = 2 ise M; kiireye homeomorfiktir. Eger y(M;) < 2 ise kiireye homeomor-
fik olana kadar ameliyat islemine devam ederiz ve kiireye homeomorfik bir yilizey edince
islemi durdururuz.

Sonucta kiireye homeomorfik M,, yizeyi elde edildi, 6yle ki bu yiizey tizerinde ameli-
yat izleri vardir (Bkz: Sekil 5.5). Bu ameliyat sonrasi kiire tizerinde olusan izlere "yamali
diskler" diyelim. Sirada, bu kiireye "geri ameliyat" islemi yapmaktir. Ug tip geri ameliyat

vardir:
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Sekil 5.5. Ameliyatlar sonrasi elde edilen kiire

Tip 1. Kiirenin {izerinde, yamal disklerden iki adet alalim, eger disk ciftinin oklar: farkli
yonde gidiyorsa, bu disk ciftlerini cikartip daha sonra disklerin sinirlarini uzatarak tiipler

cikartip, bu tiipleri yapistiralim. Bdylelikle kiireye bir kulp eklemis oluruz (Bkz: Sekil 5.6).

OO

Sekil 5.6. Tip 1 Geri Ameliyat

Tip 2. Eger bir tane disk varsa bu diski ¢cikartalim ve bunun simirindaki kars: kutup nokta-

larini birbiri tizerine yapistirtyoruz. Diger bir deyisle, yiizeye Mébits seridi dikmis oluruz.

Tip 3. Eger disk ciftinin oklar1 ayn1 yone gidiyorsa, diskleri ¢cikartalim. Daha sonra cikar-
tilan bir diskin sinirini yiizeyin icine dogru, diger diskin sinirini ise yiizeyin disina dogru
itelim. Icine dogru uzatilan tiipii, yiizeyden cikartarak diiger tiip ile yapistiralim (Bkz: Se-

kil 5.7). Boylelikle Klein sisesi dikmis, yani iki Mébiiis seridi dikmis oluruz.
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OC

Sekil 5.7. Tip 3 Geri Ameliyat

Tim geri ameliyat igslemlerini yaparak M yiizeyine homeomorfik olan M* ylizeyi elde
edilmis olur. M* yiizeyi icin iki durum s6z konusudur, yonlendirilebilir veya yonlendiri-

lemeyen olabilir, bu iki durumu da ayr1 ayr1 inceleyelim:

Yonlendirilebilir Durum:

M yonlendirilebilir ise M* da yénlendirilebilir olmalidir. Dolayisiyla M * Mobiiis seridi
icermez. Bu durumda sadece Tip 1. geri ameliyat(lari) yapilmig olmalidir M* ylizeyini
elde ederken. O halde, M* yiizeyi, kiireye n tane kulp dikilerek elde edilmistir.

Bu n sayis1 yapilan ameliyat (veya geri ameliyatlarin) sayisidir.
M — My — My — ... = M, =82

Her bir ameliyatta seferinde Euler karakteristigi 2 arttif1 icin ;
X(M) + 2n = x(S?) olur.

Ifadeyi diizenlersek cins sayisi;

nil—X<M>

5 olur.

Bdylelikle M, standart yonlendirilebilir cins n yiizeyidir.

Yoénlendirilemeyen Durum
Eger M yonlendirilemeyen ise M* yiizeyi de yonlendirilemeyen ylizeydir. O halde geri
ameliyattaki ic durum da gerceklesebilir. Ancak yanlizca Tip 1 geri ameliyat gercekles-

mis olmaz, clinkii o zaman yiizey yonlendirilebilir olurdu. Bu da bir celiski olustururdu.
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Dolayisiyla en azindan tip 2 veya tip 3'den bir tane olmak zorundadir. Sonug olarak A*
ylzeyinde en azindan bir adet Mébius seridi dikilmis olmalidir, geri ameliyatlarla. Bu du-
rumda, Mdébius seridinin varliginda, Tip 1 geri ameliyaty, Tip 3 geri ameliyata doniistiire-

biliriz:

Sekil 5.8. Kiire tizerindeki delikler

Tip 1'de diktigimiz kulbun (silindirin) bir ucunu sabit birakip, diger tarafin1 Mdbitis seridi

boyunca yiuriitelim (Bkz: Sekil 5.9).

Sekil 5.9. Mébius Seridi ve Torus, Mébius Seridi ve Klein Sisesine denktir.
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Sekil 5.9'da goérildiga gibi Mobius Seridinin varhiginda tim Tip 1 Geri Ameliyatlar: Tip
3'e dénistirilmiis olur. Dolayisiyla;

Torus + Moébiiis Seridi = Klein Sisesi + Mobiiis Seridi olur.

Bdylelikle M* yiizeyini elde etmek icin, sadece tip 2 ve tip 3 geri ameliyatlar1 uygulamis
olduk. Bu durumda, M* ylizeyi kiireye n tane Mobiiis gseridi dikilmis yiizey olmus olur.
Simdi bu n sayisini bulalim.

M — M — My — ... > M, =52

Her seferinde Euler karakteristik 1 arttig1 icin;

X(M) +n = x(S?) olur.

Ifadeyi diizenlersek cins sayisi;

n=2— x(M) olur.

O zaman M* standart yonlendirilemeyen n cinsli yizey olur.

Bdylelikle, her iki durum icin (y6nlendirilen veya ydnlendirilemeyen) de M yilizeyinin

standart yiizeylerden birisine homeomorfik oldugunu géstermis oluruz.
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