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GIRIS
Orgiilerin tarihgesi, yiizyillar éncesine dayanir ve bilinen ilk evrensel kullanim
alanlari, siisleme ya da halatlara bi¢im verme gibi pratik ¢oziimler bulma amaciyla yer
bulmustur. Giiniimiizde ise orgiiler, ‘Orgii Teorisi’ ad1 altinda soyut modellemeler
araciigiyla tanimlanmaktadir. Orgii teorisi, 6rgii kavramin1 ve matematigin farkl
alanlarindan ortaya cikan farkli genellemeleri ¢calismaktadir. Orgiileri matematiksel
olarak calismaya deger kilan seylerden birisi, orgiilerin bir grup yapisina sahip
olmasidir. Yani orgiiler iizerinde taniml islem birlesmelidir, her 6rgiiniin bir tersi
vardir ve son olarak o6rgii grubunun birim 6rgii diye adlandirilan bir birim (etkisiz)
elemani vardir. Ancak bu islemin iyi tanimli olmasi i¢in serit sayisinin sabit tutulmasi
gerekir. Dolayisiyla 2 seritte tanimli drgiiler bir gruptur, 3 seritte tanimlh 6rgiiler bir

gruptur vs...

Orgii teorisi, matematigin oldukca yeni bir alanidir: Orgiiler ilk olarak 1925 yilinda
Emil Artin tarafindan tammlanmis ve ¢alisilmigtir (Artin, 1925). Orgiiler, her alanda
karsimiza cikabilecek objelerdir: Orgiiler ve orgiilerin baz1 genellemeleri topoloji ve

grup teori gibi alanlarda calisilmaktadir.

Ozellikle 1930’lardan bu yana, Alexander ve Markov tarafindan érgiiler ile diigiimler
arasinda giicli iligkiler oldugu ortaya konulmustur (Alexander, 1923). Bu giiclii bag,
1980’lerde Jones’un orgii teorisi sayesinde diigiimler i¢in bir degismez tanimlamasina
da oldukga katki saglamistir (Jones, 1985). Bunlara ek olarak, érgii teorisinin cebirsel
geometri ve yansimalar tarafindan iiretilen sonlu gruplar teorisi gibi alanlarla da ilging
iligkileri oldugu ortaya konulmustur.

Bunlara ek olarak orgii teorisi kuantum fizigi alaninda da siklikla kullanilir. Kuantum
fizigi baglaminda orgii gruplarini ve ilgili topolojik kavramlari igeren bir baska yogun
arastirma alani, s6zde anyonlarin teorisi ve bunlarin deneysel olarak uygulanmasidir.
Bunlar, hata diizeltmeli kuantum hesaplamanin temelini olusturmaktadir ve bu nedenle

bu ¢alismalar su anki kuantum bilgisinde temel 6neme sahiptir.

Ozellikle gectigimiz 25 y1l icerisinde; giivenligi érgii grubundaki kombinatoryal grup
teoritik problemlerin ¢6ziimiine bagh c¢ok sayida acik anahtar kriptosistemleri
gelistirilmistir. Kombinatoryal grup teorisi, kriptosistemlerin giivenliginin dayanacagi
¢coziilmesi zor problemler bulabilme agisindan olduk¢a verimli bir alandir. Emil Artin
tarafindan tanimlanan 6rgii grubu ise bir¢ok acidan ilging 6zelliklere sahiptir: Orgii
grubunun hepsi birbirine denk olan farkli temsilleri vardir ve bu temsiller birbirinden
cok farkl alanlarda kullanilmaktadir. Bunun disinda o6rgii grubu bir¢ok problem
icermektedir. Ornegin, kelime problemi (6rgii grubunun herhangi iki elemaninin
birbirine esit olup olmadigini1 belirleme problemi) veya dekompozisyon problemi

(verilen kelimeyi daha basit faktorlerin ¢carpimi seklinde yazma), konjuge problemi



(verilen iki elemanin birbirine konjuge olup olmadigini belirleme) gibi problemler
halen acik problemlerdir. Konjuge problemini daha acik bir sekilde ifade etmek
istersek, verilen herhangi iki x,y elemani i¢in, grubun x = zyz-1 esitligini saglayacak

bir z elemani olup olmadigini belirleme problemi olarak tanimlayabiliriz.

Biz bu tezde kelime problemi ve bunun ¢6ziimii olan algoritmayi ¢ok giizel ve aciklayici

videolarla desteklenmis olan, (Dalvit,2011) kaynagindan takip ederek anlatacagiz.

Yakin zamanda gtivenligi 6rgii grubuna ve 6rgii grubu ile ilgili problemlere dayali olan
iki onemli kriptosistem gelistirilmistir. Bunlardan ilki Anshel ve Goldfield tarafindan
1999°da (Anshel et al, 1999), ikincisi ise Ko ve Lee tarafindan 2000 yilinda
gelistirilmistir (Ko et al., 2000)(Birman et al., 1998). Gelistirilen bu kriptosistemlerin
oldukca ses getirmesi, 6rgii grubu ve kriptografiiliskisi hakkinda genis tartismalara yol

agmistir.



1.BOLUM

ORGU TEORISi

1.1 Geometrik Orgiiler

Geometrik Orgiiniin tanimini  vermeden oOnce, gozliimiizde oOrgiileri nasil
canlandirabilecegimizi anlatmaya calisalim. Uzayda birbirine paralel iki disk alalim.
Daha sonra geometrik 6rgliyi, bir ucu verilen disklerden birinin iizerinde, diger ucu da
diger diskin tlzerinde sabit olan belirli sayida tellerin olusturdugu yapi olarak
diisiinebiliriz. Dolayisiyla bu tanimin sonucunda, verilen diskler arasinda bu disklere
paralel olan herhangi bir diizlem, her tel ile yalnizca bir kere kesilir. Geometrik

orgililerin matematiksel tanimi ise asagidaki gibi verilir:

Tanim 1.1. Geometrik Orgii (Artin, 1950): Bir D diski ve bu diskin icinde n tane p1, pz, ...,
pn noktalari verilsin. n tel (strand) tlizerinde bir geometrik orgii, asagida verilen kosullari

saglayan bir b;: I — I x D fonksiyonlarinin sirali n’lisidir.
1. vte Lb;(t) e{t} xD
2.V¥i1<is<n,b;(0) = (0,ps)
3.b:(1) = (1, pr(i) kosulu saglanacak sekilde bir m € S,, permiitasyonu vardir.
4. vtel,viz j,b;(t) #b; (1)

Bir 6nceki tanimda, geometrik orgii ile sadece b; 1 <i < n fonksiyonlarim degil, ayrica

gorintiilerin olusturdugu (b1 (1), b2(1), ..., bn (1)) sirali n’liyi de belirtmis oluyoruz.
Hem b; hem de b; (1), 6rgiiniin i. ipligi olarak adlandirilir.

Ayrica yukaridaki tanimda belirtildigi gibi her 6rgii bir m permiitasyonu belirtir. Diger

bir deyisle, her 6rgiiye karsilik gelen bir permiitasyon vardir.

Ornegin, sekil 2.1’de goésterilen orgiiyii goz oniine alahm. Bu érgiiye karsilik gelen

permiitasyon (14523) olur.



Sekil 2.1. Geometrik Orgii

1.2 Orgiiler ve izotopi

Eger iki orgiiniin tellerinin (strand) baglanma sekli ayni ise bu iki 6rgii esdeger kabul
edilir. Diger bir deyisle, verilen iki orgliniin esdeger olup olmadigina bakarken,
orginiin tellerini (strand) uzayda birer egri olarak diislinirsek, bu egrileri
parametrize eden esitlikler yerine (geometri), onlarin birbirine baglanma sekilleri
(topoloji) ile ilgilenecegiz. Sonrasinda, eger bir érgiiden, tellerin (strand) uclarini sabit
tutarak ve telleri kesmeden (siirekli deformasyon) deforme ederek diger bir orgiiyii elde

edebiliyorsak, bu iki orgiiyli esdeger kabul edecegiz.

Ornegin, sekil 2.2’de verilen 4 6rgii birbirine esdegerdir.

Sekil 2.2. Izotop Orgiiler

Izotopi kavramu ile ilgili daha matematiksel bir tanim vermek gerekirse, bu tanim

verilebilir:



Tanim 1.2. Orgii Izotopisi: Herhangi iki B ve o n- orgiileri arasindaki izotopi, asagida
verilen li¢c kosulu saglayan F; : IxI — IxD siirekli fonksiyonlarinin sirali n'lisi (F1, F2, ...,
F,)dir.

1. Vvt €], Fi({t} x i=z1,2,..» bir n—geometrik

.....

orgudiir.
2. Fi({0}xDi=1,2,.n =B
3. Fi({1} xDi=1,2..,n =

izotop olma bagintisy, bir denklik bagintisidir. Denklik siniflar1 érgiiler ya da n

orgiiler olarak adlandirilir.

Tanimdan da kolayca anlasilacagi tlizere, iki geometrik oOrgii arasindaki izotopi
permiitasyonu korur. Diger bir deyisle, orgiliye karsilik gelen permiitasyon bir
invaryanttir (degismezdir). Orgiiler arasindaki izotop olma bagmntisi bir denklik
bagintisidir. Bu baginti altinda denklik siniflar1 6rgiiler ya da n- o6rgller olarak
adlandirilir. Orgiiler ile cahsirken, daha kullamish olmasi bakimindan sekil 2.3’teki

figlirde gosterilen ve 6rgu diyagrami adi verilen 2 boyutlu cizimler tercih edilir.

Sekil 2.3. Orgii

Herhangi iki orgii verildiginde, bu orgiilerin bileskesinden bahsedebiliriz: Asagida
sekil 2.4’te gosterildigi gibi, 1. 6rgiiniin bitim noktalari ile 2. 6rgiiniin baslangi¢ noktalari
cakistirildiginda, yeni bir orgii elde edilir. Elde edilen yeni orgiiye bu iki 6rgiintin

bileskesi ad1 verilir.



Tanim 1.3. 3 = (b4, by, .., by) ve a = (cy, ¢z, ..., ¢i) 6rgiileri verilsin. Bu érgiilere karsilik
gelen permiitasyonlara da sirasiyla m ve o diyelim. 3 * o ile gésterilen 3 ve a

érgiilerinin bileskesi (d1, d, ..., ds) olarak tanimlanir éyle ki:

b(20), te [0%]
d;(0) = |
Cn(i) (Zt — 1), te [E, 1]

Sekil 2.4’ te goruldiigi gibi, boylece B * a de bir n- orgiidiir ve bu orgiiye karsilik

gelen permiitasyon o olur.

KPX‘QZ“’

DG e =

Sekil 2.4. Bileske islemi

Verilen herhangi bir § = (b1, by, .., bs) 0rgusii i¢in, bu orgiiniin yukarida tanimlanan
bileske islemine gore tersini belirleyebiliriz: Her t € I icin b;~1(t) = b;(1 -t) olarak
tanimlanirsa, - = (b1~1, b1, ..., by,~1) istenen Orgi olur. Diger bir deyisle,

orgiisiiniin x = %dogrusuna gore simetrigini alarak f—1 drgiistinii elde edebiliriz.
J | ————
B

B—l

(

Sekil 2.5 3 6rgilisii ve tersi

Her n 2 1 icin, n tel (strand) lizerinde orgilerin olusturdugu kiime, yukarida
tanimlanan bileske islemine gore bir gruptur. Grup o6zellikleri, sekil 2.6’da acik¢a

goriildiigii gibi saglanir. Bu gruba Artin Orgii Grubu denir ve B, ile gosterilir.
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Sekil 2.6 Orgii grubunda islemler

Herhangi bir B € B,, érgiisiine bir m permiitasyonunun karsilik geldigini biliyoruz. Ozel
olarak, bu orgiilerden permiitasyonu sadece birim permiitasyon olanlar1 diisiinelim.
Asagidaki tanimda goriildigi gibi, B, kiimesinin bu alt kiimesine 6zel bir ad

verilmektedir.

Tamim 1.4. Verilen herhangi bir 6rgiiyi, o 6rgiiye karsilik gelen permiitasyona esleyen
¢ : B, = S, homomorfizmasinin ¢ekirdegi, B, kiimesinin bir alt grubudur ve bu kiimeye
Pure (saf) Orgiiler kiimesi ad1 verilir ve P, ile gosterilir. (Bu tanimda S, ile simetrik grup
gosterilmektedir.)

Sekil 2.7'deki figlirde gesitli Pure (saf) orgili 6rnekleri goriilmektedir:

Sekil 2.7 Pure (saf) orgii

B, kiimesi, lizerinde tanimlanan bileske islemine gore degismeli olmayan bir gruptur.
Sekil 2.8'de bu durum agik¢a goriilmektedir:



>

Sekil 2.8 Orgii grubu degismeli degildir.

Hern =1 icin B, kiimesi tizerinde bir grup yapisi oldugunu biliyoruz. Herhangi bir 6rgi
diyagramina bakildiginda, diyagramin caprazlamalardan olustugunu goériiyoruz.
Herhangi 1 <i < n icin i. tel ile i + 1. tel arasinda acgikca sadece iki tiir caprazlama
gerceklesebilir: Bu caprazlamayai. telini+ 1. telin tizerinden ge¢mesiyle ya da tam tersi
durumun gerceklesmesi ile olusur. Bu ¢aprazlamalara temel 6rgii ad1 verilmektedir.
Acikca goriilecegi gibi her orgii, temel orgiilerin birlesiminden olusur. Diger bir deyisle,
elementer orgller B, grubu icin lirete¢ gorevi gormektedir. Sekil 2.9’da goriildiigii

gibi bu iki caprazlama sonucunda olusan temel orgiiler, o; ve 0,71 ile gosterilmektedir.

n

n

* e 9

ai o
Sekil 2.9 Uretecler

Yukaridaki paragraftan hareketle, su teorem verilebilir:

Teorem 1.1. (Artin, 1925) n = 1 olsun. Temel érgiiler o1, o2, .., 0n, Bn grubunun

tiretecleridirler. Grup bagintilart asagida verilmigtir.
i-j|>1 =o0,0;, =0,0; olur.

1<i<n-2 =00;+101 = 0;+10;0i+1 saglanir.



Yukaridaki teoremde verilen grup bagintilari, yani |i - j| > 1 ise degisme 6zelligi ve

1<i<n-2ise drgl bagintisi sekil 2.10’da goriildigi gibi saglanmaktadir.

S o

o; Oit1 i Oit1 0 Oit1
Sekil 2.10 Degisme ve orgii iliskisi

Yukaridaki tanim ve teoremin sonucunda, her n = 1 icin n tel (strand) iizerinde orgii
grubu B, sonlu sayida eleman tarafindan iiretilen (sonlu iiretilen) ancak sonsuz
elemanli bir gruptur. Artin lreteglerinin tanimi ve yine yukaridaki teoremin
sonucunda, her $ € B, 6rgiisii, Artin lireteclerinden olusan bir kelime (word) belirtir.
Ornek vermek gerekirse, sekil 2.11’deki figiirde verilen 6rgiiye karsilik gelen kelime

03017102710, 10103 dir.

Sekil 2.11. 0'30'1'10'2'10'2_10'10'3 kelimesi



1.3 Kelime Problemi

Kelime problemi en genel haliyle, verilen iki matematiksel ifadenin birbirine denk olup
olmadigini belirleme problemidir. Bu problemin en tipik drnekleriyle grup teorisinde
karsilasirlar. Giris kisminda bahsedilen ti¢ problem (kelime problemi, konjuge problemi,
izomorfizma problemi), kombinatoryal grup teorisi adli alanda c¢alisilmaktadir ve

hepsi olmasa da, bazi grup temsilleri icin bu problemler ¢oziilmiistiir.

Diger bir deyisle, etkili ve verimli algoritmalar bulunmustur. Bunlara karsin, yukaridaki
li¢ problemden gorece en kolay olaninin, yani kelime probleminin bile ¢oziilemedigi

gruplar vardr.

Bazi durumlarda ise problem ¢oziiliiyor olsa bile, yani elimizde bir algoritma olsa bile
bu algoritma pek verimli olmayabilir. Algoritmanin verimli olmamasi, karmasikliginin
cok fazla olmasindan dolay1 pratikte islem yapmanin ¢ok zor hatta bazi durumlarda
imkansiz olmas1 demektir. Bir algoritmanin karmasikligi, problemi ¢6zmek icin ne

kadar islem yapmanin gerektigini belirleyen bir olciittiir.

Kombinatoryal grup teorisinde arastirilan bir bagka problem ise genellestirilmis kelime
problemidir. Problemin tanimi su sekildedir: Kabul edelim ki, B, ve H B, in alt grubu
verilsin. Eger w € By, ise w € H olur mu? (H={1} oldugunda bu bize kelime problemini
verir). Dolayisiyla yukarida bahsedilen kelime problemi, az 6nce bahsedilen

genellestirilmis kelime probleminin 6zel bir halidir.

Orgii gruplarinda ise, kelime ve konjuge problemleri ¢oziilmiistiir. Diger bir deyisle,
coziim icin cesitli algoritmalar mevcuttur. Ustelik, bu algoritmalardan bazilar oldukca

etkili ve verimlidir.

Orgii Grubunda Kelime Problemi: Herhangi iki 1 ve B2 orgiileri verilsin. Bu iki 6rgii

birbirine izotop mudur degil midir?

Dikkat edilirse yukaridaki problemi ¢6zmenin, verilen herhangi bir érgiiniin birim
orgiiyedenk olup olmadigini belirlemekle esdeger oldugu kolayca gortliir. Bunun
sebebi, eger 1 = B2 ise f121 = 1 dir.

Ornek: 1 = 017102030201 ile B2 = 61-106301020102-103 orgiileri verilsin. Bu iki
orgiiniin birbirine izotop olup olmadigini belirlemeye calisalim. Oncelikle sekil 2.12'de

verilen 3; orgusiini dikkate alalim:
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D e G
=< =

Sekil 2.12. B

020302 = 030203 esitligini kullanarak, 1 orgiistiniin sekil 2.13’te verilen

01103020301 Orgiisiine izotop oldugu goriiliir.

i
— /—/

S—— <
———————

Sekil 2.13. 01103020301

Daha sonra 0103 = 0301 esitligini kullanirsak, 01-103020301 Orgiisiiniin sekil

2.14’te verilen 01-103020103 Orgiisiine izotop oldugunu gortriiz.

Sekil 2.14. 01103020103

02021 drglisii birim orgiiye izotop oldugundan, o1 -103020103 orgiisi, sekil 2.15’te

gosterilen 61-1030,010202"103 Orglisiine izotoptur.

Sekil 2.15. 01-10302010202"103

Elde ettigimiz 6rgiide 620102 = 010207 esitligini kullanirsak, bu 6rgiliniin sekil

2.16'da verilen 2 = 0110301020102 103 orgilisline izotop oldugu goriilir.
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Sekil 2.16. 32 = 01-103061020102"103
Dolayisiyla 31 ve B2 orgiileri izotoptur.

Yukaridaki 6rnekte de goriilecegi gibi, 6rgii grubu bagintilarini kullanarak iki érgiiniin
birbirine izotop oldugunu gosterebiliriz. Diger bir deyisle verilen herhangi iki 6rgiiden
bir tanesine sonlu tane 6rgii grubu bagintis1 kullanarak digerini elde edebiliyorsak,
bu iki orgii birbirine izotoptur deriz. Ancak tahmin edilecegi gibi, bu her zaman
miimkiin degildir. Bunun birinci sebebi, verilen érgiiler cok karmasik olabilir. Ornegin
50 seritte verilen iki Orgiiniin birbirine izotop oldugunu 6rgii grubu bagintilarini
kullanarak géstermek ¢ok kolay bir islem olmayacaktir. ikinci sebep ise, verilen érgiiler
izotop olmayabilir. Bundan dolayi, kelime probleminin ¢6ziimii i¢in verimli bir
algoritmaya ihtiyag vardir. Daha acik ifade etmek gerekirse, herhangi iki 6rgiiyi girdi
olarak kabul eden ve ¢ikt1 olarak evet ya da hayir (Izotoptur ya da izotop degildir)

cevabini veren bir algoritmaya ihtiyag vardir.

1.3.1. Artin tarama algoritmasi

Artin Orgli tarama algoritmasi kelime problemini ¢ézmek icin tasarlanmistir. Bu
algoritma Artin (Artin, 1925) tarafindan kesfedilmistir. (3 ile B, 6rgii grubunun rastgele
bir elemanini gostersin. Kelime problemi,  6rgilisiiniin birim 6rgiiye izotopik olup
olmadigini belirleme problemidir. Simdi Artin Tarama Algoritmasinin ne oldugunu

adim adim agiklayalim.

Tanim 1.5. Herhangi 3 € B, orgiisii i¢in, eger karsilik gelen permiitasyon o birim
permiitasyona esit ise, bu orgliye saf érgii denir.

1.Adim: Herhangi bir § € B, oérgiisii verilsin. Oncelikle bu érgiiniin bir saf 6rgii olup
olmadig belirlenmelidir. Clinkii birim 6rgii bir saf 6rgiidiir. Dolayisiyla $ 6rglisii eger
saf 6rgii degilse birim érgiiye denk olamaz. Orgiiniin saf olup olmadigini belirleme
islemi ise oldukca kolaydir. Yapilmasi gereken tek sey 6rgiiye karsilik gelen permiitasyonu
bulup, bu permiitasyonun birim permiitasyon olup olmadigina bakilmasidir. Eger
permiitasyon birim permiitasyon degil ise, orgii saf orgii degildir. Tersine, eger
permiitasyon birim permiitasyon ise verilen 6rgii bir saf orgiidiir. O halde 8 drgiisiiniin

saf bir 6rgii oldugunu kabul edelim. Eger 6rgii bir saf 6rgi ise ikinci adima gegilir.
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Sekil 2.17. 3 saf orgiisii

2.Adim: ilk olarak, B 6rgiisiiniin son seridi silinir ve yerine diger orgiilerle caprazlama
icerisinde olmayan diiz bir serit yerlestirilir. Bu islem sonucunda elde edilen yeni 6rgiiye
v1 adin1 verelim. Sekil 2.17’deki B- drgiistine bu islemi yaptigimizda sekil 2. 18’deki y1

orgiisiinii elde ederiz.

141

Sekil 2.18. y1 orgiisi

Simdi de a1 = By:1~1 orgisiinii dikkate alalim. Eger bu o6rgiiniin son seridi ortadan
kaldirirsak, yukaridaki sekilden de agikca goriilecegi tizere n - 1 seritteki birim 6rgiiyii
elde ederiz. Dolayisiyla, a; 6rgiisiinii ilk n-1 seridi diiz, sonuncu seridi ise onun altindaki
seritlerle baglanabilecek formda olan bir drgii olarak diisiinebiliriz. Bu formdaki drgiiye

taranmis orgl denir. Asagida verilen sekil 2.19 ve sekil 2.20 bu prosediiri

anlatmaktadir.
— pp— Gy—
Y e Y e Ve e avayetts

ay = py "

Sekil 2.19. a1 orgiisti

X =
X \/_/\:E_XXXC

f =ay,  Sol taraftaki 6rgii taranmig drgiidir.

Sekil 2.20. 3 orgiisii

o1 Orglisiiniin tanimini tekrar yazarsak, f = o1Yy1 esitligini elde ederiz.
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Oncelikle y; érgiisiinii dikkate alahm. Bu érgiiniin ilk n - 1 seridinde ¢aprazlamalar
olup, son seridi diiz bir serittir. Bu érgiiniin sondan ikinci seridini (n-2.) kaldirip yerine
diger orgiilerle ¢arprazlama yapmayan diiz bir serit koyalim ve bu islem sonucunda

elde ettigimiz 6rgiiyl y> ile gdsterelim. Sekil 2.21 vy figiiriinii gostermektedir.

XX

Y2

Sekil 2.21. y2 orgiisi

a=v7"
Sekil 2.22. a2 orgiisii

az = Y1yt orgisi su forma sokulabilir: n - 2 serit diiz, n - 1. serit kendisinden 6nce
gelen seritlerle caprazlama yapabilir, n. yani son serit ise diiz. O halde, a; 6rgiisii taranmis,

bir 6rglidiir ve asagidaki esitlik saglanir:
B = a102y2

Yukarida uygulanan prosediirii n - 1 kere uygulayarak,
B = a102...000-1

dekompozisyonunu elde ederiz. Daha 6nce belirtildigi gibi, bu dekompozisyonda a; her
i €{1, 2, .., n-1} icin taranmus, bir 6rgiidiir. Daha ac¢ik olmak gerekirse; a; drgiisiinde
(n+1-i). serit haricindeki biitiin seritler diiz, yani hi¢cbir ¢arprazlama yapmaz,
(n+1 -1i). seritise 1,2, ...n -1i. Seritlerle carpazlama yapabilir. Sekil 2.23’de verilen figiir

B = a102...an-1 dekompozisyonunu gostermektedir.

X =~

oo =S¢

Beta taranmig orgiisii; f = @y, 03
Sekil 2.23. Taranmis 8 orgiisii

Simdi B =0172022 kelimesinin bu forma nasil déntistiirdiiglimiizii gésteren bir 6rnek

verelim.
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Ornek: B = 012022 Orgiisiinii dikkate alalim.

—/\ AN \/L

Sekil 2.24. = 0172022

Artin Orgli Tarama Algoritmasindaki adimlar1 uygulayarak bu érgiiyii taranmig
orgiiler cinsinden yazmak istersek a1 = 6172022 012 ve az= 0172 taranmig orgllerini

elde ederiz. Sekil 2.25’da verilen sekil, bu islemi gostermektedir.

e i e b Ve Y

Sekil 2.25. 8 = 0172022 = (0172022012)(0172)

Daha ag¢ik olmak gerekirse, su esitligi elde ederiz:

2

B = 01 %022 = (017 %02%01%)(017%)

Simdi a1 = 0120220412 orgiislinii dikkate alalim. Bu 6rgilinlin sagina 6201011021

birim 6rgusiinii ekleyerek, asagidaki oy 6rgiisiine izotop olan ve sekil 2.26’de verilen

> M\/ Nl w

Sekil 2.26.01"1017102020101 620101 10271

1 1 1

01 01 02020101020101 1

02"
orgiisii elde edilir.

Elde edilen son orglide, 6162061 = 020102 doniisiimil yaparak, asagida sekil 2.27’de

verilen

~ ,\"RHSH%

Sekil 2.27. 017101710202 010201 6201710271

0'1_101_10'2 02010201 02 0‘1_10'2_1

Daha sonra bu orgiide, o, ile 0171 iiretegleri arasina o1017! birim orgiisii eklenerek,

buorgiiye izotop olan ve sekil 2.28’da verilen



) S

Sekil 2.28.01-10171020201020102 6161~ 1 011021

1 -1

o1 0'1_102 0201020102 O1 01'1 01'102

orgiisii elde edilir.

Elde edilen son orgiide, 610201 = 020102 doniisiimii yaparak, sekil 2.29’da verilen

oSS s

Sekil 2.29. 0611017102 010201 620102011017 10271

61_10'1_102 010201 0261620'1_101_102_1
orgusii elde edilir.

Benzer sekilde 020102 = 010201 donlisiimii yaparak, sekil 2.30’de verilen

oSS CESCS oK

Sekil 2.30. 0171017102 020102 6201020171017 10271

0'1_10'1_10'2 020102 0'20'10'20'1_10'1_10'2_1
orgusii elde edilir.

Yine bu 6rglide 610201 = 620102 doniisiimu yapilirsa, sekil 2.31’de gosterilen

oSS S oS

Sekil 2.31. 01710171 0620102 02010202017 101710271

0110171020102 0201020201 10171021

orgiisi elde edilir.
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Elde edilen son 6rgiide 620102 = 610201 doniislimii yaparak, sekil 2.32’de verilen

!
\\
:
M

Sekil 2.32. 017101710102 010201 0202011011021
0'1_10'1_10'10'2 01 (72(710'20'20'1_10'1_10'2_1
orgiisii elde edilir.

Son olarak bu érgiide 620102 = 010201 donlislimi yaparak, sekil 2.33’de gosterilen

J

C XX A
e 0 St e Y
0 O Gy, _
Sekil 2.33. 0171017101 016201 01020201101 10271
0171017101 010201 01020201 10171021

orgusiint elde ederiz.

Yukarida son adimda elde edilen 6rgliyii (0201202)(020171017t0271) formunda

yazarsak,
B = (0201%202)(0201720271)(0172)
oldugu goriiliir.

Her bir k pozitif tamsayisi icin, Ax son seridi ortadan kaldirildiginda k -1 seritteki
birim 6rgiiyili veren taranmis, k- o6rgtilerin kiimesini gostersin. O halde, § = a102...00n-1
dekompozisyonundaki her bir o; 6rgiisii, herhangi bir k < n icin Ay’ da bir 6rgii olarak
disiiniilebilir: o1 € A, ve a; € An+1-i. Ax grubunu B, 0rgii grubunun bir alt grubu
olarak diisiinebiliriz. Asagida verilen teorem grubunun bir serbest grup oldugunu ve bu
grubun iirete¢lerinin B, 6rgii grubunun tretecleri cinsinden nasil ifade edilebilecegini

gostermektedir.

G bir grup olsun. Her a € G i¢in, grubun elemanlari arasinda aa-! = a-1a = 1 disinda

baska bir baginti1 yoksa, G grubuna serbest grup denir.

Ornek: Serbest grubun en basit érnegi olarak, asikar grup (tek elemanl grup)

verilebilir. Asikar grup, bos bir kiime tarafindan rahatca tretilir.

Ornek: Sonsuz elemanh devirli grup tam sayilar (Z, +) bir serbest abel gruptur. Bu

grup, Uretecleri olan 1 ve -1 tarafindan serbestce iiretilir.
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1 0
2 1

det = 1 olan matrislerin bir alt grubu ve aslinda bir serbest gruptur.

Ornek: [(1) i ve [ ] matrisleri tarafindan iiretilen grup: 2x2 , tamsay girisli ve

Teorem 1.2. Her k > 0 tamsayisi icin, Ax bir serbest gruptur ve her 1 <i <k -1

tamsayist icin, bu grubun k -1 tane iireteci su sekilde ifade edilebilir:

2 1. -1 -1
a; = (Ok-10k-2--0:+1)0; (0j+1" 042" .Ok-1 )

.

a; € Ax

Sekil 2.34. a; lireteci

Kelime problemi, serbest gruplar i¢in c¢oziilebilirdir. Serbest grubun elemani olan
herhangi bir kelimenin, grubun asikar elemani olup olmadigini belirlemek icin, serbest
sadelestirmeleri yapmak yeterli olacaktir. Daha acik olmak gerekirse verilen bir kelimenin
asikar olup olmadigini belirlerken, ww—1 seklindeki serbest sadelestirmeleri yapip, elde
edilen kelimenin agikar olup olmadigina bakilmalidir. Az 6nce verilen teorem ile
asagida verilen teoremi birlestirirsek, kelime probleminin 6rgii gruplari i¢in ¢oziilebilir

oldugunu goriiyoruz.
Teorem 1.3. 3 6rglistiniin 2. adimin sonunda elde edilen dekompozisyonunun (ayrisimi)
B = 1U2...00n-1

seklinde oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3 6rgiisii birim érgiiye esdegerdir ancak ve

ancak yukaridaki dekompozisyondaki her bir o; 6rglisti birim érgiiye esdegerdir.

3.Adim: Bu adimda (3 6rgiisiiniin 2. adimda elde edilen ayrisimindaki her bir o; 6rgii-
siiniin birim orgliye denk olup olmadigi belirlenir. Kelime probleminin serbest

gruplar i¢in ¢oziilebilir oldugu bilinen bir gergektir. Dolayisiyla, her bir a; orglisiiniin
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serbest grubun elemani olup olmadigini belirlenebilirse, kelime problemi 6rgii gruplari

icin ¢6ziilmis olur.

Oncelikle verilen bir orgiiyii, taranmis orgiiler cinsinden yazma islemini anlatan,
yukarida adimlar aciklamal olarak verilen Artin Orgii Tarama Algoritmasinin nasil

calistigini anlamak i¢in, biitiin adimlarin tek tek anlatildigi tam bir 6rnek yapalim.

Ornek: Sekil 2.35’te gosterilen B = 6102-103-103-102-10; orgiisiinii ele alalim.
~
—— oo
X ;
B

Sekil 2.35. Beta orgiisii

Artin Orgii Tarama Algoritmasinin ilk adiminda belirtildigi gibi, yukaridaki sekilde

kirmizi ile isaretli seridi diizlestirerek, sekil 2.37’de verilen y; orgiisiinii elde ederiz.
y1 Orgiisiiniin tersi ise asagidaki gibidir:
N N
_ D4 >
X X

Sekil 2.36. Kirmizi renkli serit diizlestirilecek

—_— =
R——

Y1

Sekil 2.37.y1

==

Sekil 2.38. y1-1

O halde, a1 = By1~1 oOrgiisii asagidaki gibidir:
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A
X
A

X

i XK
S — >

B=ays Sol taraftaki 6rgl taranmis érguddr.

Sekil 2.39. a1 = By1-!

y1 Orglisiinii tekrar ele alalim:

Sekil 2.40. Kirmiz serit dizlestirilecek

Yukarida verilen figiirde, kirmizi ile gosterilen seridi diizlestirerek, sekil 2.41’de verilen v

orgusiint elde ederiz.

XX
r 4 V4

Y2

Sekil 2.41.y2

Daha sonra, asagida sekil 2.42’de verilen oz = y1y2~—1 orgiisiinii elde ederiz:

- L=
SO 5o 2550C

—_—  —

Az = Ylvz’l
Sekil 2.42. a2 = y1y2—1
Y2 Orgiisiiniin 2. seridini caprazlama icermeyen diiz bir serit ile degistirirsek, birim orgiiyii

elde ederiz. Dolayisiyla az Orgiisii y, orgiisiiniin kendisi olmalidir:
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d

Yz
Sekil 2.43. a3 = y2

Sonug olarak,  6rgiisiiniin taranmis, formu

1 1 1

B = (0302 'c17 o3 o203 (027 o1 o017 02) (01701 ™)

seklindedir:
— =KL
NN !—/“\_;_/:/C

Beta taranmis 6rgusii ; B = cact203

Sekil 2.44. = a1az03
B = (0302710171037 1020371)(02 1017 1017102)(01720171) Orgilisiinii dikkate alalim.

A4 serbest grup ve aj, az, az bu grubun tliretegleri olsun. Yukaridaki 8 6rgiisiiniin
dekompozisyonunda, o1 € A4, a2 € Az ve az € Az’dir. A4 grubunun Uretecleri asagidaki
gibidir:

1 1

a1 = 030201%02 103"

2

az2= 03 02 0'3_1

d3= 032

o Orglisiinii bu tiretecler cinsinden yazmak istersek:

o1 = az_laflaz

oldugu kolayca gortlir.

Benzer sekilde , Az serbest grubunun iiretegleri a; ve a; olmak lizere, bu iiretecler

asagidaki gibidir:

ai= o2 0‘12 0‘2_1

az= 022
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Eger a, orglisiinii bu liretegler cinsinden yazmak istersek, su esitligi elde ederiz:

1 1

o2 =az ~ai az

Son olarak A; serbest grubunun tliretecleri a; olmak iizere, a; = 012’dir. a3 6rgiisiinii

butlirete¢ cinsinden yazmak istersek:
az =ap!

esitligini elde ederiz.

SN AN

B orgiistiniin normal formu B = ala2a3

o1 = az_laflaz

o2 = az‘laflaz
o3 = a1_1

Sekil 2.45. 8 orgiistiniin normal formu

Teorem 2.2 ve Teorem 2.3’den 3 6rgiist birim érgliye izotop olmadigi sonucunu ¢ikartiriz.
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SONUC

Bir oOnceki bolimde Emil Artin tarafindan tanimlanan tarama algoritmasindan
bahsetmistik. Bu tarama algoritmasi sayesinde; verilen her o6rgii icin yukarida anlatilan
ayrisim (dekompozisyon, normal form) mevcuttur. Artin’in Orgii Tarama Algoritmasi
sayesinde, verilen herhangi bir érgiiniin birim 6rgiiye izotop olup olmadigi belirlenebilir.
Diger bir deyisle 6rgli grubunda kelime problemi, Artin’in bu algoritmasi sayesinde
¢coziime kavusmustur. Serit sayisi algoritmanin karmasikligi logaritmik bir sekilde
artmakta olup, algoritmanin verimi olduk¢a diismektedir. Daha agik olmak gerekirse,
Artin’in Orgii Tarama Algoritmasi sayesinde teorik olarak verilen her 6érgiiniin normal
formunun oldugu bilinsede, pratikte istenen normal formu bulmak serit sayis1 arttikca
oldukc¢a karmasik bir islem haline gelmektedir. Diger bir deyisle, Artin’in Orgii Tarama
Algoritmasi oldukg¢a yavas, bir algoritmadir. Verilen bir 6rgiide caprazlama sayisi arttikea,
bu 6rgiiniin normal formunu bulmak icin gereken zaman oldukca artmaktadir. Ustelik boyle
bir islem bilgisayara yaptirmak istenilse bile, yine olduk¢ca fazla zamana ihtiyag
duyulacaktir. Asagida verilen grafik, verilen bir 6rgiideki caprazlama sayisi arttikca
orgiiniin normal formunu bulmak icin ihtiya¢ duyulan zamanin ne kadar arttigini
gostermektedir. Bu sebeple su andaki gilincel calismalar, daha hizli ve verimli bir
algoritma bulma tizerinedir. Orgii grubunda kelime problemine Emil Artin’in disinda,
bundan yaklasik 26 yil kadar 6nce Fransiz Matematike¢i Dehornoy tarafindan da bir ¢6ziim

getirilmistir (Dehornoy, 1997).

IHTIYAC DUYULAN ZAMAN

CARPRAZLAMA SAYISI

Sekil 3.1. Coziim icin ihtiya¢ duyulan zaman grafigi

23



KAYNAKCA

Alexander, J. W. (1923). A lemma on systems of knotted curves. Proceedings of the
NationalAcademy of Sciences, 9(3):93-95.

Anshel, 1., Anshel, M., and Goldfeld, D. (1999). An algebraic method for public-key
cryptog-raphy. Mathematical Research Letters, 6:287-291.

Artin, E. (1925). Theorie der zopfe. Hamburg Abh, 4:47-72.

ARTIN, E. (1950). The theory of braids. American Scientist, 38(1):112-119.

Birman, J., Ko, K. H., and Lee, S. ]. (1998). A new approach to the word and conjugacy

problems in the braid groups. Advances in Mathematics, 139(2):322-353.

Dehornoy, P. (1997). A fast method for comparing braids. Advances in Mathematics,
125(2):200-235.

Jones, V. F. R. (1985). A polynomial invariant for knots via von Neumann algebras. Bulletin (New
Series) of the American Mathematical Society, 12(1):103 - 111.

Ko, K. H., Lee, S., Cheon, ]. H,, Han, J. W,, Kang, ].-S., and Park, C. (2000). New public-key
cryptosystem using braid groups. In Advances in Cryptology - CRYPTO 2000, 20th Annual
International Cryptology Conference, Santa Barbara, California, USA, August 20-24, 2000, Proceedings,
volume 1880 of Lecture Notes in Computer Science, pages 166-183. Springe

24






	TEZ BİLDİRİMİ
	ÖRGÜ GRUPLARI TEORİSİNDE KELİME PROBLEMİ
	ÖZET
	WORD PROBLEM IN BRAID GROUP THEORY
	ABSTRACT
	TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	Şekil 2.12. β1

