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GİRİŞ

Tarih boyunca insanoğ lu sayısız salgın hastalıkla mü cadele etmiş ve bu mü cadelelerin birço-

ğundan galip ayrılmıştır. Sağ lık ü zerine uğ raşan bilim insanları yü zyıllar boyunca salgın hasta-

lıklarla mü cadele etme yollarını aramışlar ve birçok araştırma ve çö züm yolları bulmuşlardır.

Belirli insan topluluklarında, hastalıkların dağ ılımının ö lçü lmesi 19.yy da yapılmaya başlanmış-

tır. 19.yü zyılın sonlarına kadar toplumların en büyü k sorunu olan kolera, veba, tü berk� loz, tifo,

veba, ispanyol gribi, çiçek gibi hastalıklar, ü lkeden ü lkeye yayılarakmilyonlarca kişinin hastalan-

masına ve hatta binlercesinin ö lümü ne yol açan enfeksiyon hastalıklarını (bulaşıcı hastalıkları)

oluşturmaktadır. Hastalık yapıcı herhangi bir mikroorganizmanın insan vü cuduna girip, burada

yerleşmesi ve çoğalmasına ”bulaşma (infeksiyon)”, bunun sonucunda çıkan hastalığada ”bula-

şıcı hastalık (infeksiyon hastalığ ı)” adı verilmektedir (Pesen, 2021). Bulaşıcı hastalıklar bazen

salgın hale gelerek, toplum sağ lığ ını ö nemli ö lçü de tehlikeye dü şü rmü şlerdir. Bir hastalığ ın belli

bir zaman aralığ ında fazla sayıda gö rü lmesi durumuna ”salgın (epidemi)”, kıta ve kıtaları etki-

leyen büyü k salgınlara da ”pandemi” denilmektedir (Tekin, 2021). 1347 yılındaki Veba Salgını,

1817 yılındaki Kolera Salgını, 1914 yılında yaşanan İspanyol Gribi, 1968 yılındaHongKongGribi

ve yakın zamanda yaşadığ ımız Covid-19 tarihimizde pandemiye sebep olan salgınlardır (Parıl-

dar, 2020; Tekin, 2021). 2019 yılında ilk olarak Çin’in Hubei eyaletinin Wuhan şehrinde gö rü -

len Covid-19 salgını bir kaç ay sonra WHO (Dü nya Sağ lık Ö rgü tü ) tarafından pandemi olarak

ilan edilmiştir. Bu tü r salgınların toplum içerisinde hızla yayılmasında birçok etmen rol oynar.

Bunlardan birincisi hastalığa neden olan mikroorganizmaların zamanla farklılaşıp mutasyona

uğ rayarak alınan tedbirleri zayıflatması ve daha büyü k kitleleri etki altına almasıdır. Bir diğ er

etmen ise hastalığa maruz kalan bireylerin kişisel fizyolojik yapılarıdır. Bazı bireyler hastalığa

karşı direnç gö sterebilirken bazı bireyler ise bağ ışıklıklarının daha dü şü k seviyede olmasından

dolayı hastalıkla mü cadelede zayıf kalmakta ve hatta hastalığa yenik dü şmektedir. Bunlara ek

olarak dış etmenler de salgının yayılmasında etkin bir faktö rdü r. Dış etmenleri mevsimsel et-

kiler, toplumların demografik yapıları, ü lkelerin gelişmişlik dü zeyleri, buna bağ lı olarak alınan

tedbirler olarak sıralayabiliriz. Ayrıcahastalıkla zaman içerisindemü cadele edebilmek için geliş-

tirilen ilaç ve aşılar, ü lkelerin sahip olduğu olanaklar, insanların hastalığa karşı bilinçli davranıp

kurallara uyması vb. etmenler ise hastalığ ın yayılmasını yavaşlatan faktö rler olarak karşımıza

çıkmaktadır. Toplumlarda salgının neden olduğu psikolojik sonuçlar da bireyleri olumsuz yö n-

de etkilemektedir.

Bulaşıcı hastalıkların nedenlerinin araştırılması ile ilgili çalışmalar epidemiyoloji alanında yapıl-

maktadır. Epidemiyoloji, belirli toplumlarda sağ lıkla ilgili durum ya da olayların, toplumda kişi,

yer ve zaman ö zelliklerine gö re incelenmesi ve elde edilen bulguların sağ lık sorunlarının ö nlen-

mesi ve kontrolü ne uygulanmasıdır. Bulaşıcı hastalıkların kontrolü ve yayılmasını analiz etmek

için matematik modellemeleri ö nemli araç olmuştur. Etrafımızdaki dü nyayı daha iyi bir seviye-

de anlayabilmek ve sonrasında teknik sorunlara çö züm bulabilmek için, karşılaşılan problemleri

1



matematiksel terimlerle temsil etmeyematematikselmodellemedenir. Gerçeğ imatematiksel bir

dil ile ifade etmeye yardımedenbudü şü nce veuygulama şekli, bugü n tıptanmü hendisliğ e, temel

bilimlerden sosyal bilimlere birçok alanda araştırmaların vazgeçilmez bir parçası durumunda-

dır. Matematiksel modelleme en genel anlamıyla matematik veya matematik dışındaki bir olayı,

olguyu, olaylar arasındaki ilişkileri matematiksel olarak ifade etmeye çalışma, bu olaylar ve ol-

gular içerisinde matematiksel ö rü ntü ler ortaya çıkarma sü recidir. Matematik modeller gerçek

sistemi birebir temsil edemese de modelin uygulandığ ı sistemi anlamamızı sağ lar. Salgın hasta-

lıkların matematiksel modellemesi bu sü reçlere çok gü zel bir ö rnektir. Tarihte karşımıza çıkan

ilk salgın hastalığ ın matematiksel modellemesi 18. yü zyıl ortalarında Bernoulli tarafından ya-

pılmıştır (Bernoulli, 1766). Bu ilk çalışmayla bilim adamları, matematiksel modellemenin salgın

hastalığ ın ortaya çıkışı, seyri, semptomları, etki alanları, yayılma hızı, kontrol ve en son tedavi

yö ntemlerini daha net anlayıp ortaya koyma hususundaki ö nemini kavramıştır.

Bernoulli’nin tüm dü nyayı etkisi altına alan çiçek hastalığ ına karşı aşılama uygulamasını savun-

mak için oluşturduğu matematiksel model sonucunda yaşam belirtisinin 26 yıldan 29 yıla çıka-

bileceğ i bilimsel olarak ortaya konmuştur (Bernoulli,1766; Blower, 2004). 1906 yılında Hamer

(Hamer, 1906) kızamık salgınlarının tekrarını incelemek ü zere kesikli bir zaman modeli tasar-

lamış ve analiz etmiştir. Model birim zamanda ortaya çıkan yeni vaka sayısının, hastalığa duyarlı

ve hastalık taşıyan bireylerin sayısına bağ lı olduğunu varsayan ilkmodel olması nedeni ile ö nem

taşımaktadır. Sıtmada yeni vakaların sayısı ve kontrolü ile ilgilenen Ross (Ross, 1911), 1911 yı-

lında diferansiyel eşitlik modeli geliştirmiştir. Salgın hastalıkların matematiksel modellenme-

si, Kermack ve Mckendrick’in SIR modeliyle (Kermack, 1927) zirveye ulaşmıştır. Daha sonra SI,

SIS, SEIR, SIRD, SEIRD, SEIQR, SVIR, MSEIR, MSEIRS (Ahmad, 2021; Akpınar, 2012; Ala’raj, 2021;

Chatterjee, 2020; Çakan, 2021; Hethcote, 2000; Sahinbas, 2022) gibi daha bir çok model, bilim

insanları tarafından ortaya konmuştur (Işık, 2020). Bulaşıcı hastalıklarla ilgili bumodellemeler-

de bireyler sınıflara ayrılarak yapılmıştır. Ö rneğ in SEIRmodelinde SEIR kelimesinin herbir harfi

sırasıyla susceptible(duyarlı), exposed(maruz kalan), infected(enfekte olan), recovered(iyileşen

veya vefat eden) bireylerin sınıflarını ifade eder.
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1. BÖLÜM

GENEL BİLGİLER

1.1. Limit, Süreklilik, Türev

1.1.1. Limit

f(x) fonksiyonu x0 komşuluğunda (x0’ ı içeren veya içermeyen) bir açık aralıkta tanımlı olsun.

x değerleri x0’a yaklaşırken f(x) değerlerinin yaklaştığ ı L sayısına f(x) fonksiyonunun limiti

denir ve

lim
x→x0

f(x) = L

şeklinde yazılır. Bu şartı sağ lamak için, her ε > 0 sayısına karşılık gelen ve her x için

0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

şartını sağ layacak şekilde bir δ > 0 sayısı mevcut olmalıdır.

1.1.2. Süreklilik

y = f(x) fonksiyonu [a, b] aralığ ında tanımlı olsun. y = f(x), c ∈ (a, b) iç noktasında

lim
x→c

f(x) = f(c)

şartını sağ larsa bu iç noktada sü reklidir denir. Tanım aralığ ının uç noktalarında ise sırasıyla

lim
x→a+

f(x) = f(a)

lim
x→b−

f(x) = f(b)

eşitliklerini sağ laması durumunda f fonksiyonu tanım aralığ ının uç noktalarında sü reklidir de-

nir. Eğer bir fonksiyon tanım kümesinin tamamında sü rekli ise bu fonksiyona sü rekli fonksiyon

denir.

1.1.3. Türev

f fonksiyonunun x0 noktasındaki tü revi f
′(x0) ile gö sterilir ve limitin var olması koşulu ile

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

olarak tanımlanır.
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1.2. Özdeğer ve Özvektör

A ∈ Rnxn olmak ü zere A, nxn tipinde bir kare matris, ~v nx1 tipinde bir vektö r ve λ sabit bir sayı

olmak ü zere ;

A~v = λ~v (1)

eşitliğ ini ~v 6= ~0 için sağ layan λ, A’nın ö zdeğeri, ~v ise λ ö zdeğerine karşılık gelen ö zvektö rdü r.

Buna gö re In nxn birim matris olmak ü zere

A~v = λ~v α⇒ A~v = λIn~v α⇒ A~v − λIn~v = 0 α⇒ (A− λIn)~v = 0

sistemi elde edilir. Bu sistemin sıfırdan farklı çö zümü olması için det(A − λIn) = 0 olmalıdır.

det(A − λIn) = 0 denklemine A’nın karakteristik denklemi denir. Bu denklemin kö kleri Amat-

risinin ö zdeğerleridir. Herbir λ değeri için (A− λIn)~v = 0 denklemini sağ layan sıfırdan farklı ~v

vektö rleri ise A’nın ö zvektö rleridir.

Örnek:

A =


2 0 −1

0 2 −2

1 −1 2


matrisinin ö zdeğerlerini ve her bir ö zdeğere karşılık gelen ö zvektö rü nü bulalım.

Çözüm: Amatrisinin karakteristik denklemi;

det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 −1

0 2− λ −2

1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

olur. Determinant hesaplanıp dü zenlenirse karakteristik denklem (λ − 1)(λ − 2)(λ − 3) = 0

bulunur. Bu denklemin kö kleri λ1 = 1, λ2 = 2 ve λ3 = 3 olup A’nın ö z değerlerini verecektir.

λ1 = 1 ö zdeğerine karşılık gelen ö zvektö rü bulmak için (1) denkleminde λ = 1 yazılıp elde edi-

len sistem çö zü ldü ğü nde t ∈ R olmak ü zere; ~v1 = t


1

2

1

 bulunur. Burada t = 1 alınırsa λ1 = 1

ö zdeğerine karşılık gelen ö zvektö r ~v1 =


1

2

1

 elde edilir. Benzer şekilde λ2 = 2 ve λ3 = 3 ö zde-

ğerlerine karşılık gelen ö zvektö rler sırasıyla ~v2 =


1

1

0

 ve ~v3 =


1

2

−1

 olacaktır.
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1.3. Kısmi Türev Ve Zincir Kuralı

(x0, y0) noktasında iki değ işkenli f(x, y) fonksiyonunun x ve y değ işkenlerine gö re kısmi tü rev-

leri, limitlerin mevcut olması koşulu sırasıyla;

∂f

∂x
|(x0,y0)= lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0 − y0)

h

ve
∂f

∂y
|(x0,y0)= lim

h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0 − y0)

h

eşitlikleri ile tanımlıdır.

w = f(x, y) tü revlenebilir bir fonksiyon olmak ü zere, eğer x = x(t) ve y = y(t), t’nin tü revle-

nebilir fonksiyonları iseler,w = f
(
x(t), y(t)

)
bileşkesi de t’nin tü revlenebilir bir fonksiyonudur

ve
dw

dt
= fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

veya
dw

dt
=

(∂f
∂x

)(dx
dt

)
+
(∂f
∂y

)(dy
dt

)
eşitlikleri ile verilir.

1.4. Taylor Serileri Ve Kesme Hatası

a ∈ R olmak ü zere eğer f(x) ve ilk (n+ 1) tü revi [a, x] aralığ ını içeren bir aralıkta sü rekli iseler

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · · (2)

sonsuz serisine f(x) in x = a noktası civarında Taylor Serisi adı verilir. a’nın yakınında her-

hangi bir noktada f(x) değerini hesaplamak istersek bu sonsuz seriyi belli bir terimde kesip,

kestiğ imiz noktadan sonraki terimleri ihmal etmemiz gerekir. İşte bu atılan terimler, yaptığ ımız

hesaplamanın hatası olarak kabul edilir. Yani bu seri (x−a)n li terimekadar (bu terimdahil) alın-

mış ise bu terimden sonraki terimlerin toplamı kesme hatası olcaktır. Bu durumda yukarıdaki

sonsuz seri yerine n. dereceden Taylor polinomu olarak adlandırılan ve

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn

ifadesindeki ilk (n+1) e karşılık gelen sonlu toplamalınır. BuradaRn ifadesi kesmehatası olarak

adlandırılır ve

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, ξ ∈ [a, x]
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biçiminde ifade edilir. Herhangi bir x noktasında Rn(x), ξ bilinmediğ inden tam belirlenmesi

zor bir ifadedir. Ancak;

|Rn(x)| ≤
| x− a |n+1

(n+ 1)!
max
ξ∈[a,x]

| fn+1(ξ) |

Rn için bir ü st sınır belirler.

Burada birbirine yakın iki nokta olan a ve x; a = xi, x = xi+1 olarak alınıp Taylor serisini

yeniden yazılırsa;

f(xi+1) = f(xi) + f ′(xi)(xi+1 − xi) +
f ′′(xi)

2!
(xi+1 − xi)

2 + · · ·+Rn

olup;

Rn =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(xi+1 − xi)

n+1, ξ ∈ [xi, xi+1]

elde edilir. Ayrıca xi+1 − xi = h tanımlanırsa;

f(xi+1) = f(xi) + f ′(xi)h+
f ′′(xi)

2!
h2 + · · ·+ f ′(n)(xi)

n!
hn +Rn

olup;

Rn =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
hn+1, ξ ∈ [xi, xi+1]

formunda da yazılabilir.

Eğer (2) Taylor serisinde a = 0 alınırsa bu durumda seri;

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
(x)n

formunda olup MacLaurin Serisi adını alır.

Örnek: Taylor serisi açılımını kullanarak cos
(π
3

)
değerini cos

(π
4

)
değeri yardımıyla Taylor se-

risinde sırasıyla bir, iki, ü ç ve dö rt terim alarak hesaplayınız?

Çözüm: f(x) = cos(x), xi =
(π
4

)
, xi+1 =

(π
3

)
, h =

(π
3

)
−
(π
4

)
=

( π
12

)
f ′(x) = − sin(x), f ′′(x) = − cos(x), f ′′′(x) = sin(x),

• cos
(π
3

)
≈

0∑
n=0

f (n)(π4 )

n!
hn = cos

(π
4

)
=

√
2

2
≈ 0, 7071068

• cos
(π
3

)
≈

1∑
n=0

f (n)(π4 )

n!
hn = cos

(π
4

)
− sin

(π
4

) π
12

≈ 0, 5219867

• cos
(π
3

)
≈

2∑
n=0

f (n)(π4 )

n!
hn = cos

(π
4

)
− sin

(π
4

) π
12

−
cos

(
π
4

)
2!

( π
12

)2 ≈ 0, 4977544
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• cos
(π
3

)
≈

3∑
n=0

f (n)(π4 )

n!
hn = cos

(π
4

)
− sin

(π
4

) π
12

−
cos

(
π
4

)
2!

( π
12

)2
+

sin
(
π
4

)
3!

( π
12

)3 ≈

0, 4998691

değerleri elde edilir. Dikkat edilirse n büyü dü kçe cos
(π
3

)
= 0.5 gerçek değerine yaklaşılır.

Bununla birlikte birden fazla bağ ımsız değ işken içeren fonksiyonlarda kısmi tü revlerin var ol-

ması koşulu ile Taylor serisine açılabilir. Ö rneğ in a, b ∈ R olmak ü zere f(x, y) iki değ işkenli

fonksiyonunun (a, b) noktası civarında Taylor seri açılımı;

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) +
1

2!

[
fxx(a, b)(x− a)2

+ 2fxy(a, b)(x− a)(y − b) + fyy(a, b)(y − b)2
]
+ · · · (3)

formunda yazılır.

1.5. Diferansiyel Denklemlerin Sayısal Çözümleri

Diferansiyel denklem; y = f(x), belirli bir aralıkta tü revleri var olan bir fonksiyon olmak ü ze-

re y nin tanımlı olan tü revlerinden bir ya da birden fazlasını içeren denklemdir. Bir diferansiyel

denklemin çö zümü nü bulmak ise bu denklemi verilen aralıkta sağ layan y = f(x) fonksiyonun

tespit edilmesidir.

1.5.1. Başlangıç değer problemleri

y′ = f(x, y) diferansiyel denklemi, x ∈ [x0, b] olmak ü zere y(x0) = y0 başlangıç koşulu ile bir-

likte başlangıç değer problemi olarak tanımlanır.

Mertebesi m olan herhangi bir diferansiyel denklem m tane birinci mertebeden diferansiyel

denklem içeren sisteme dö nü ştü rü lebilir. Bunun içinm. mertebeden bir diferansiyel denklemi

başlangıç koşullarıyla beraber ;

y(m) = f(x, y, y′, y′, . . . , y(m)) , x ∈ [x0, b]

y(p)(x0) = y0,p , p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

formunda yazalım. Burada y = v1 , y
′ = v2 , . . . , y

(m−1) = vm değ işkenleri tanımlanırsa yukarı-

dakim.mertebeden başlangıç değer problemi;
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v′1 = v2 v1(x0) = y0,0

v′2 = v3 v2(x0) = y0,1

...
...

v′m−1 = vm vm−1(x0) = y0,m−2

v′m = f(x, v1, v2, . . . , vm) vm(x0) = y0,m−1

m tane birinci mertebeden başlangıç değer probleminden oluşan bir sisteme dö nü şü r. Bu siste-

mi vektö r formunda yazacak olursak;

~V ′ = ~F (x, ~V ) , ~V (x0) =~η (4)

elde edilir. Burada;

~V = [v1, v2, . . . , vm]
T

~F = [v2, v3, . . . , f(x, v1, v2, . . . , vm)]
T

~η = [y0,0, y0,1, y0,2, . . . , y0,m−1]
T

olarak tanımlanır. Dolayısıyla herhangi bir m. mertebeden başlangıç değer probleminin çö zü -

mü birinci mertebeden bir başlangıç değer probleminin çö zümü ne indirgenmiş olur. Bu neden-

le tezde ele aldığ ımız modellerin sayısal çö zümleri için birinci mertebeden bir başlangıç değer

probleminin sayısal çö zümü nü incelememiz yeterlidir. Sayısal çö züme geçmeden ö nce bu prob-

lemin çö zümü nü n varlığ ını ve tekliğ ini ifade eden teoremi verelim.

Teorem:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (5)

başlangıç değer problemi verilsin. Kabul edelim ki f(x, y) aşağ ıdaki şartları sağ lasın,

• f(x, y) reel değerli bir fonksiyon,

• f(x, y) , x ∈ [x0, b] , b ∈ R , y ∈ (−∞,∞) bö lgesinde ve sü rekli

• Herhangi bir x ∈ [x0, b] için f ve
df

dy
sınırlı olması ve herhangi iki y1 ve y2 için öyle bir L

sayısı vardır ki;

|f(x, y1)− f(x, y2)|≤ L|y1 − y2|
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sağ lanır. Burada L ye Lipschitz sabiti denir.

Bu durumda herhangi bir y0 başlangıç değeri için (5) başlangıç değer problemi x ∈ [x0, b] olmak

ü zere y(x) tek çö zümü ne sahiptir.

Tezde incelediğ imiz başlangıç değer problemleri için varlık ve teklik teoreminin sağ landığ ını ve

f(x, y) fonksiyonunun x ve y değ işkenlerine gö re gereken mertebeden kısmi tü revlerinin var

olduğunu kabul edeceğ iz.

Şimdi çö zümü n varlık ve tekliğ ini verdiğ imize gö re (5) başlangıç değer probleminin sayısal çö -

zümü nü n nasıl elde edileceğ ini inceleyelim.

1.5.2. Taylor serisi yöntemi

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 başlangıç değer probleminin sayısal çö zümü için y(x) çö züm fonksiyo-

nunun x0 noktası civarında Taylor serisi açılımını kullanacağ ız. Yani;

y(x) =
∞∑
n=0

y(n)(x0)

n!
(x− x0)

n

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)

2 +
y′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + · · · (6)

sonsuz serisinde istenildiğ i kadar terim alınarak y(x) in yaklaşık çö zümü elde edilir. Şimdi x −
x0 = h dersek ve y′ = f(x, y) yi kullanırsak;

y(x0 + h) = y(x0) + hy′(x0) +
h2

2!
y′′(x0) +

h3

3!
y′′′(x0) + · · · (7)

elde edilir. Burada h adım aralığ ı olup soruda verilir ya da istenen değere gö re belirlenir. y(x0)

ve y′(x0) başlangıç değer probleminde verilmekte olup y′′(x0), y′′′(x0), . . . değerleri ise y
′ =

f(x, y) denkleminin x e gö re tü revleri alınıp x = x0, y = y0 yazılarak bulunur. Yani;

y′ = f(x, y) −→ y′(x0) = f(x0, y0)

y′′ = f ′(x, y) −→ y′′(x0) = f ′(x0, y0)

y′′′ = f ′′(x, y) −→ y′′′(x0) = f ′′(x0, y0)

...

değerleri (7) de yerine yazılarak h a bağ lı çö züm elde edilir. Burada istenildiğ i kadar terim alına-

bilir. Ancak çok sayıda terim almak, sayısal çö züm adım adım ilerleyeceğ i için işlem kalabalığ ına

yol açar. Ayrıca kü çü khdeğeri ile işlemyapmakdoğ ruluğu artıran bir unsurdur. Bununla birlikte

sonsuz terime sahip olan (7) ifadesini belirli bir terimde kesmek hata terimine yol açacaktır. Bu

terim Taylor serisi açılımında belirtilen hata terimidir. Yani en son n. tü revi içeren terim alındı-

ğ ında hata terimi ξ ∈ (x0, x0 + h) olmak ü zere
y(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
hn+1 formunda olacaktır.
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Örnek: y′ = −2x − y, y(0) = −1 başlangıç değer probleminin çö zümü nü Taylor serisinde

beş terim olarak bulunuz. Bu çö zümde h = 0, 1 kullanarak y(0, 1) değerini hesaplayınız?

Çözüm: f(x, y) = −2x − y, x0 = 0, y0 = −1 için (7) ü n ilk beş terimini alıp verilen değer-

leri yerine yazarsak; ξ ∈ (0, h) olmak ü zere

y(x0 + h) = y(h) = y(0) + hy′(0) +
h2

2!
y′′(0) +

h3

3!
y′′′(0) +

h4

4!
y(iv)(0) +

h5

120
y(v)(ξ)

formunda olacaktır. O halde y′(0), y′′(0), y′′′(0), y(iv)(0) değerlerini bulalım.

y′ = f(x, y) = −2x− y, y(0) = 1

y′(0) = f(x0, y0) = f(0,−1) = −2× 0− (−1) = 1

y′′(x) = f ′(x, y) = −2− y′

y′′(0) = f ′(x0, y0) = f ′(0,−1)

y′′(0) = −2− y′(0) = −2− 1 = −3

y′′′(x) = −y′′

y′′′(0) = −y′′(0) = 3

y(iv)(x) = −y′′′

y(iv)(0) = −y′′′(0) = −3

Bulduğumuz bu değerleri y(h) da yerine koyarsak; x0 = 0 dan h uzaklıktaki bir nokta-

da çö züm;

y(h) ≈ −1 + h− 3

2
h2 +

1

2
h3 − 1

8
h4

elde edilir. y(0, 1) çö zümü bulmak için h = 0, 1 alırsak;

y(0, 1) ≈ −1 + 0, 1− 3

2
(0, 1)2 +

1

2
(0, 1)3 − 1

8
(0, 1)4 ≈ −0, 91451

elde ederiz. Burada hata h a bağ lıdır. h kü çü k ise hata daha kü çü k, dolayısıyla çö züm daha doğ ru

olur. Ö rneğ in çö zümü n x = 1 deki y(1) değerini h = 1 alıp hesaplamak hatanın bü yümesine yol

açar. Bu nedenle y(1) i hesaplamak için ö rneğ in; h = 0, 5 alınıp ö nce y(0, 5) bulunur, sonra aynı

işlemler; y′ = f(x, y), y(0, 5) = y1 başlangıç değer problemine uygulanır. Bu ise Taylor serisin-

de çok terim alınması durumunda işlem fazlalığ ı anlamına gelir. Bu nedenle Taylor serisinde az

terim alıp kü çü k h artması yapmak işlem kolaylığ ı sağ lar. İşte Taylor serisinde iki terim alınırsa

Euler metodu elde edilir.

1.5.3. Euler metodu

Taylor serisi açılımında yalnızca ilk iki terimi alırsak ξ ∈ (x0, x0 + h), yani;

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +HATA
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HATA =
h2

2!
y′′(ξ)

y(x0 + h) = y(x0) + hf(x0, y0) (8)

elde edilir. Şimdi çö zümü adım adım yazacağ ımızı dü şü nü rsek; (8) ifadesi,

y(x0 + h) = y(x0) + hf(x0, y0)

y1 = y0 + hf(x0, y0)

yn+1 = yn + hf(xn, yn), n = 0, 1, 2, 3, . . .

formunda olan EULER METODU formü lasyonuna dö nü şü r. Burada herbir adımda hatalar gide-

rek artacağ ından büyü k h değerleri için metod iyi sonuç vermez. h kü çü k seçildikçe Euler meto-

du daha iyi sonuç verir.

Örnek: y′ =
x− y

2
, y(0) = 1 başlangıç değer problemini h = 1 alarak [0, 3] aralığ ında çö zelim.

Çözüm: x0 = 0, y0 = 1, f(x, y) =
x− y

2
, f(xn, yn) =

xn − yn
2

yn+1 = yn + h
(xn − yn

2

)
, n = 1, 2, 3, ...

• h = 1 için

n = 0 ise y1 = y(1) = y0 + 1
(x0 − y0

2

)
= 1 +

0− 1

2
=

1

2

n = 1 ise y2 = y(2) = y1 + 1
(x1 − y1

2

)
=

1

2
+

0− 1
2

2
=

3

4

n = 2 ise y3 = y(3) = y2 + 1
(x2 − y2

2

)
=

3

4
+

2− 3
4

2
=

11

8

O halde sonuç olarak çö zümü x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 noktalarında hesaplamış olduk.

• h = 1
2

n = 0 ise y1 = y(0, 5) = y0 +
1

2

(x0 − y0
2

)
= 1 +

1

2

(0− 1

2

)
=

3

4

n = 1 ise y2 = y(1) = y1 +
1

2

(x1 − y1
2

)
=

3

4
+

1

2

(0, 5− 3
4

2

)
= 0, 6875

n = 2 ise y3 = y(1, 5) = y2 +
1

2

(x2 − y2
2

)
= 0, 6875 +

1

2
+

1− 0, 6875

2
= 0, 7656

n = 3 ise y4 = y(2) = y3 +
1

2

(x3 − y3
2

)
= 0, 7656 +

1

2
+

1, 5− 0, 7656

2
= 0, 9412

n = 4 ise y5 = y(2, 5) = y4 +
1

2

(x4 − y4
2

)
= 0, 9412 +

1

2
+

2− 0, 9412

2
= 1, 2119

n = 5 ise y6 = y(3) = y5 +
1

2

(x5 − y5
2

)
= 1, 2119 +

1

2
+

2, 5− 1, 2119

2
= 1, 5339

O halde;

h = 1 için y(3) = 1, 375 (y(3) 3 adımda bulunur)
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h = 0, 5 için y(3) = 1, 5339 (y(3) 6 adımda bulunur)

h = 0, 25 için y(3) ∼= 1, 6043 (y(3) 12 adımda bulunur)

h = 0, 125 için y(3) ∼= 1, 6374 (y(3) 24 adımda bulunur)

y(3) ü n gerçek değeri ise y(3) = 1, 669390 dır. Yani h kü çü ldü kçe gerçek değere yaklaşılır. Ancak

bu da adım sayısını arttıracaktır. Dolayısıyla Euler metodundan daha iyi sonuçlar verecek me-

totlara ihtiyaç vardır. Heun’s Metodu, Runge-Kutta Metodları bu tip metodlardır.

1.5.4. Yerel hata

xi−1 noktasındaki gerçek değer y(xi−1) değerinin kullanıldığ ı kabul edilerek, xi = xi−1+h nok-

tasındaki değer hesaplanırken oluşan hataya (gerçek çö züm ile ilgili yaklaşım arasındaki farka)

sayısal yö ntemin xi noktasındaki yerel hatası adı verilir. Eyerel(xi, h) ile gö sterilir ve y(xi) ger-

çek değer ve yi hesaplanan yaklaşık değer olmak ü zere;Eyerel(xi, h) = y(xi)− yi ile ifade edilir.
Bu hata tek bir noktadaki hatayı ifade eder.

Örnek: (Euler Metodunda Yerel Hata): y′ = f(x, y), y(x0) = y0, a ≤ x0 ≤ b başlangıç değer

problemi Euler metodu ile çö zü ldü ğü nde yerel hatayı inceleyelim.

Çözüm: Eyerel(xi, h) = y(xi) − [y(xi−1) + hf(xi−1, yi−1)] olduğundan y(xi), x = xi−1 nokta-

sında Taylor serisine açılıp son eşitlikte yerine yazılırsa, ξ ∈ (xi−1, xi) olmak ü zere;

Eyerel(xi, h) = y(xi−1) + hy′(xi−1) +
h2

2!
y′′(ξ)− y(xi−1)− hf(xi−1, yi−1)

=
h2

2!
y′′(ξ) = O(h2)

olur.

1.5.5. Kümülatif hata

xi noktasındaki kümü latif hata ise x1 noktasından başlayarak xi noktasına kadar yapılan hata-

ların toplamı olarak tanımlanır. E(xi, h) ile gö sterilir ve y(xi) nin sayısal metod ile hesaplanan

değeri Yi olmak ü zere;E(xi, h) = Yi − y(xi) olur.

Örnek: (Euler Metodunda Kümü latif Hata): y′ = f(x, y), y(x0) = y0, a ≤ x0 ≤ b başlangıç

değer problemi Euler metodu ile çö zü ldü ğü nde kümü latif hatayı inceleyelim.

Çözüm:Euler metodunda xi de oluşan kümü latif hatayı hesaplamak için [x0, xi] aralığ ını h =
xi − x0

i
uzunluklu i adet alt aralığa bö lelim. Bu durumda, ξi ∈ (xi−1, xi) olmak ü zere xi nokta-
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sındaki kümü latif hata;

E(xi, h) =
i∑

j=1

Eyerel(y, xj , h)

=
h2

2!
y′′(ξ1) +

h2

2!
y′′(ξ2) + ...+

h2

2!
y′′(ξi)

=
h

2

xi − x0
i

i∑
j=1

y′′(ξi)

=
h

2
(xi − x0)y

′′(ξ) = (h)

olur. Burada sü rekli fonksiyonlar için (y′′ nü n sü rekli olduğunu kabul edilmek şartıyla) ara değer

teoremini kullanarak y′′(ξ) =
1

i

i∑
j=1

y′′(ξi) sağ lanacak biçimde en az bir ξ ∈ (x0, xi) noktasının

var olduğunu kullandık.

Dolayısıyla Euler metodunda yerel hata (h2)mertebesinde iken kümü latif hata her adımda biri-

ken hatalar nedeniyle (h)mertebesine dü şer.

1.5.6. Heunmetodu

Eulermetodundaele edilendeğerindü zeltilmesiyle oluşur. Bunedenle tahminet- dü zelt (predictor-

corrector) tipinde bir metoddur. İki adımdan oluşur: Birinci adımda Euler metodu ile bir sonuç

elde edilir (tahmin adımı), ikinci adımda ise istenildiğ i kadar dü zeltme yapılır (dü zeltme adımı).

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

başlangıç değer probleminin Heun metodu ile çö zümü nü n adımları aşağ ıdaki gibidir.

y
(0)
n+1 = yn + hf(x, y) −→ tahmin adımı (Euler) n = 0, 1, 2, . . .

y
(k)
n+1 = yn +

h

2

[
f(xn, yn) + f(xn+1, y

(k−1)
n+1

]
−→ dü zeltme adımı , k = 1, 2, . . .

Burada dü zeltme adımlarının sayısını veren k iterasyonu ardışık dü zeltme adımları arasındaki

fark belli bir ε > 0 değerinden kü çü k kalana kadar veya belirli bir değere kadar devam ettirilir.

Örnek: y′ =
x− y

2
, y(0) = 1 başlangıç değer probleminde h =

1

4
alıp y(0, 5) değerini herbir

adımda iki dü zeltme yapıp Heun’s metodu ile hesaplayınız.

Çözüm:

y
(0)
n+1 = yn +

1

4

(xn − yn
2

)
, n = 0, 1

y
(k)
n+1 = yn +

1

8

[xn − yn
2

+
xn+1 − yn+1

2

(k−1)]
, k = 1, 2

n = 0 için
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y
(0)
1 = y0 +

1

4

(x0 − y0
2

)
= 1 +

1

4

(0− 1

2

)
= 0, 875

• k = 1

y
(1)
1 = y0 +

1

8

[x0 − y0
2

+
x1 − y

(0)
1

2

]
= 1 +

1

8

[0− 1

2
+

0, 25− 0, 875

2

]
= 0, 8984

• k = 2

y
(2)
1 = y0 +

1

8

[x0 − y0
2

+
x1 − y

(1)
1

2

]
= 1 +

1

8

[0− 1

2
+

0, 25− 0, 8984

2

]
= 0, 8969

elde edilir. Burada y(0, 25) = y1 ≈ 0, 89 alalım. (y1 = y
(2)
1 = 0, 8969 da alınabilir.)

n = 1 için

y
(0)
2 = y1 +

1

4

(x1 − y1
2

)
= 0, 89 +

1

4

(0, 25− 0, 89

2

)
= 0, 81

• k = 1

y
(1)
2 = y1 +

1

8

[x1 − y1
2

+
x2 − y02

2

]
= 0, 89 +

1

8

[0, 25− 0, 89

2
+

0, 5− 0, 81

2

]
≈ 0, 8306

• k = 2

y
(2)
2 = y1 +

1

8

[x1 − y1
2

+
x2 − y12

2

]
= 0, 89 +

1

8

[0, 25− 0, 89

2
+

0, 5− 0, 8306

2

]
= 0, 8293

elde edilir. Bu ise y(0, 5) değerini verir. O halde y(0, 5) ≈ 0, 8293 olacaktır.

1.5.7. Runge kutta metotları

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 başlangıç değer probleminin sayısal çö zümlerini daha iyi doğ rulukta

elde etmek için Taylor serisinden fazla terim alınması mantığ ına dayanan metotlardır.

Ki = hf(xn + cih, yn +
i−1∑
j=1

aijKj), c1 = 0, i = 1, 2, 3, · · · , ν

tanımlaması yapılırsa

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + c2h, yn + a21K1)

K3 = hf(xn + c3h, yn + a31K1 + a32K2)

K4 = hf(xn + c4h, yn + a41K1 + a42K2 + a43K3)
...

olacaktır. Bu değerler yardımıyla belirlenen noktalarda yaklaşık çö zümler

yn+1 = yn +

ν∑
i=1

wiKi

yardımıyla elde edilir ki burada c2, c3, · · · , cv , a2j , · · · , av(v−1) ve wi reel parametrelerdir.
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1.5.8. İkinci mertebeden runge kutta

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + c2h, yn + a21K1)

yn+1 = yn + w1K1 + w2K2 (9)

formunda olup dö rt tane c2, a21, w1 vew2 reel parametrelerini içerir. Bu parametrelerin belirle-

nebilmesi (9) ifadesinde iki değ işkenliK2 fonksiyonu (xn, yn) noktası civarında (3) Taylor seri-

sine açılır ve yerine yazılır. AyrıcaK1 veK2 de f(xn, yn) = fn kısaltması kullanılırsa, yani;

K1 = hfn

K2 = hf(xn + c2h, yn + a21hfn)

= h[fn + (c2hfx + a21hfnfy) +
1

2!
(c22h

2fxx + 2c2a21h
2fnfxy + a221h

2f2nfyy) + · · · ]

= hfn + h2(c2fx + a21fnfy) +
1

2
h3(c22fxx + 2c2a21fnfxy + a221f

2
nfyy) + · · ·

ifadeleri (9) da yerlerine yazılırsa

yn+1 = yn+(w1+w2)hfn+h
2(w2c2fx+w2a21fnfy)+

1

2
h3w2(c

2
2fxx+2c2a21fnfxy+a

2
21f

2
nfyy)+· · ·

(10)

ifadesi elde edilir. Bununla birlikte yn+1 = y(xn+1) = y(xn + h) ifadesi x = xn noktasında

Taylor serisine açılırsa;

yn+1 = y(xn) + hy′(xn) +
h2

2!
y′′(xn) +

h3

3!
y′′′(xn) + · · · (11)

elde edilir. Burada başlangıç değer problemindeki iki değ işkenli f(x, y) fonksiyonunun kısmi tü -

revleri yardımıyla

y′ = f(x, y) = f

y′′ = fx + ffy

y′′′ = fxx + 2ffxy + fyyf
2 + fy(fx + ffy)

...

tü revleri (xn, yn) noktasında yazılırsa (11) ifadesi

y(xn+1) = y(xn)+hfn+
h2

2!
(fx+fnfy)+

h3

3!
[fxx+2fnfxy+fyyf

2
n+fy(fx+fnfy)]+ · · · (12)

15



formuna getirilir. Şimdi (10) ve (12) denklemlerinde h3 lü terime kadar olan katsayılarının eşit-

lenmesi yardımıyla;

w1 + w2 = 1

c2w2 =
1

2
(13)

a21w2 =
1

2

denklemleri elde edilir. Burada h3 lü terim hata analizi için gereklidir.

Dö rt bilinmeyen ve ü ç denklemden oluşan (13) sisteminin çö züm kümesi sonsuz elemanlı ola-

caktır. Bu çö zümleri elde etmek için bilinmeyenlerden birine sıfırdan farklı keyfi değer vererek

diğer bilinmeyenler hesaplanabilir. Bunun için c2 parametresi keyfi alınıp diğer bilinmeyenler

c2 cinsinden yazılırsa ;

a21 = c2

w2 =
1

2c2

w1 = 1− 1

2c2

elde edilir. Ö rneğ in c2 =
2

3
alınırsa ,a21 =

2

3
, w1 =

1

4
ve w2 =

3

4
bulunur. Bu parametrelerle

yazılan ikinci mertebe Runge Kutta metodu;

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn +
2

3
h, yn +

2

3
K1)

yn+1 = yn +
1

4
(K1 + 3K2)

formunda olur. Bu metot Optimal RK2 metodu olarak adlandırılır.

Taylor serilerinde daha fazla terimler alınmak suretiyle yü ksek mertebeden(ü çü ncü ve dö rdü n-

cü ) Runge Kutta Metodları elde edilebilir. Bunun için Runge Kutta Metodlarının genel formü lü

ü çü ncü mertebeden Runge Kutta Metodu için K1, K2 ve K3 terimleri kullanılarak, dö rdü ncü

mertebeden Runge Kutta Metodu iseK1,K2,K3 veK4 terimleri kullanılarak aşağ ıdaki formlar-

da yazılabilir.

1.5.9. Üçüncü dereceden runge kutta

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + c2h, yn + a21K1)

K3 = hf(xn + c3h, yn + a31K1 + a32K2)
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yn+1 = yn + w1K1 + w2K2 + w3K3

1.5.10. Dördüncü mertebeden runge kutta

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + c2h, yn + a21K1)

K3 = hf(xn + c3h, yn + a31K1 + a32K2)

K4 = hf(xn + c4h, yn + a41K1 + a42 +K2 + a43K3)

yn+1 = yn + w1K1 + w2K2 + w3K3 + w4K4

Buradaki parametreler ikinci mertebeden Runge Kutta metodunun katsayılarının elde edilme-

sinde kullanılan prosedü r yardımıyla elde edilebilir.
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2. BÖLÜM

MODELLER

2.1. SIR Modeli

Bir salgın hastalığ ın yayılmasını matematiksel olarak ifade etmek için McKendrick ve Kermack

1927 yılındaSIR adı verilenmodeli oluşturmuşlardır (Kermack, 1927). Bumodel, teknik bakım-

dan bir diferansiyel denklem sistemini içermekle beraber değ işik zamanlarda farklı hastalıklar

için kullanılmıştır. Toplumun ü ç bö lüme ayırıldığ ı bu modelde hastalığ ın ilerleyici doğası nede-

niyle t bağ ımsız değ işken olup bağ ımlı değ işkenleri S, I ,R aşağ ıdaki gibi tanımlanır;

S (Susceptible): t anında hastalığ ı kapmaya duyarlı olan kişi sayısı

I (Infected): t anında enfekte olmuş ve hastalığ ı duyarlı bireylere bulaştırabilcek kişi sayısı

R (Recovered): Hastalığ ı başkalarına bulaştıramayanlar, iyileşenler veya vefat eden kişi sayısı

α: Hastalığ ın bulaşma oranı, α > 0

β:Hastalığ ın iyileşme oranı, β > 0

Modelin kurulmasında;

• α ve β parametrelerinin hastalık boyunca sabit alındığ ı ve her toplumun yapısına gö re de

farklılık gö sterebileceğ i,

• İçe ve dışa gö çlerin olmadığ ı, hastalık dışı doğum ve ö lümlerin sayılmadığ ı, değ işmeyen

bir nü fusun olduğu,

• İyi karışmış, homojen bir toplum yani toplumdaki bireylerin birbirleriyle eşit oranda kon-

tak halinde olduğu,

• Tambağ ışıklık (kalıcı bağ ışıklık) kazanıldığ ı, hastalığa yakalanan bireyin iyileştikten sonra

bir daha aynı hastalığa yakalanmayacağ ı ,

• Enfekte bireyin hastalığ ı hemen bulaştırdığ ı, kuluçka dö neminin olmadığ ı,

varsayımları kabul edilmiştir. SIR modelinde herbir bağ ımlı değ işkeninin değ işim oranlarını,

S
α.I.S−−−−−−→ I

β.I−−−−−→ R

şeması yardımıyla aşağ ıdaki diferansiyel denklem sistemiyle tanımlayabiliriz:

dS

dt
= −αI(t)S(t) (14)
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dI

dt
= αI(t)S(t)− βI(t) (15)

dR

dt
= βI(t) (16)

Sol taraftaki
dS

dt
,
dI

dt
ve

dR

dt
terimleri, S, I ve R sayılarının olabildiğ ince sık zaman aralıklarıy-

la ö lçü lerek belirlenebilecek artış veya azalma hızlarını verir. Tü revli bu ifadeler pozitif olursa

artış, negatif olursa azalış ifade eder. Sağ tarafta α, β katsayıları pozitif sayılar olduğundan (-)

işaretli terimler azalmaya, (+) işaretli terimler artışa katkı yapar.

Enfekte kişilerin sayısının zamanla artma hızı, enfekte olmuş bireylerin hastalığ ı kapmaya du-

yarlı bireylerle yakınlaşmasınabağ lıdır. Budurumduyarlı bireylerin sayısı (S) ile enfektebireyle-

rin (I) sayısının çarpımı ile orantılıdır. Tersi olan durumlarda duyarlı birey (S) sayısının zamanla

azalma hızı ,enfekte olmalarıyla orantılıdır.

Denklem (14), duyarlı bireylerin sayısının hastalığ ın bü yüme hızı ile orantılı olarak azaldığ ını

gö sterir. Böylelikle S(t) fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. (15) numaralı denkleme gö re hasta

sayısının değ işim hızında iki etken vardır. Bunlardan birincisi duyarlı bireylerin hasta bireylerle

etkileşime girip hasta bireylerin sayısını artırması, diğ eri ise hastalıktan iyileşerek ya da vefat

ederek hasta bireylerin sayısının azalmasıdır. Birinci etmendeki duyarlı bireylerin hasta olma-

sından kaynaklanan artış hem S hem de I ’ya bağ lıdır. Bunu dengeleyen ikinci etmen ise hasta-

lıktan kurtulan ve başka insanları hasta edemeyecek bireylerin etkisi olarak yorumlanabilir. Bu

azalış ise yine I ’ya bağ lıdır.

Son olarak iyileşen bireylerin değ işim hızını ifade eden (16) tü revi, enfekte bireylerin sayısıyla

orantılı olup, β > 0 olmasından dolayıR(t) ’nin artan fonksiyon olduğunu belirtir.

2.1.1. SIR modelin analitik çözümü

SIRmodelindeki denklemlerin çö zümü nde sayısal yö ntemler kullanılabildiğ i gibi analitik bir çö -

züm de elde etmek mümkü ndü r (Harko, 2014). Buna gö re SIR modelinde (14) denkleminde I

’yı yanlız bırakıp bir kere daha I ’nın t ye gö re tü revi alındığ ında

I = − 1

α

S′

S
(17)

I ′ = − 1

α

[S′′

S
−
(S′

S

)2]
(18)

denklemleri elde edilir. Bu elde ettiğ imiz son iki denklem (15) de yerine yazılıp gerekli dü zenle-

meler yapıldığ ında,
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S′′

S
−
(S′

S

)2
− αS′ + β

S′

S
= 0 (19)

denklemine ulaşılır. Ardından (16)’te I yerine (17) denklemindeki ifadesi yazıldığ ında

R′ = −β
α

S′

S
(20)

elde edilir. Burada her iki tarafının t ye gö re integrali alınıp gerekli dü zenlemeler yapılırsa

S = S0 exp
(
− α

β
R
)

elde edilir. Sırasıyla bu son eşitliğ in ve (20) denkleminin t ye gö re tü revleri alınırsa

S′ = −S0α
β
R′ exp

(
− α

β
R
)

(21)

ve

R′′ = −β
α

[S′′

S
−
(S′

S

)2]
(22)

eşitliklerine ulaşılır. (20) ,(21) ve (22), (19) denkleminde kullanılırsa

−α
β
R′′ +

α2

β
R′S0 exp

(
− α

β
R
)
− βR′ = 0 (23)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi bulunur. Bu formü lasyonda

u(t) =: exp
(
− α

β
R(t)

)
(24)

bağ ımlı değ işken dö nü şümü yardımıyla

R′ = −β
α

u′

u

R′′ = −β
α

[u′′
u

−
(u′
u

)2]

tü revleri ve tanımlanan yeni bağ ımlı değ işken u(t), (23) denkleminde yerlerine yazılıp gerekli

dü zenlemeler yapıldığ ında,

u′′(t)− (u′)2

u
=

(
− β + αS0u

)
u′

diferansiyel denklemine ulaşılır. Bu diferansiyel denklem, uygulayacağ ımız

φ =
1

u′(t)
(25)
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dö nü şümü ve
d

dt
u′(t) = − φ′(u)

φ(u)3
eşitliğ i yardımıyla

φ′ +
1

u
φ = (β − αS0u)φ

2

bağ ımlı değ işkeni φ, bağ ımsız değ işkeni u olan Bernoulli denklemine dö nü şü r. Bu denklemin

çö zümü için v = φ−1 dö nü şümü uygulanır. Bu dö nü şümden v′ = −φ−2φ′ yardımıyla gerekli

dü zenlemeler yapılırsa

−v′φ2 + 1

u
φ = (β − S0αu)φ

2

denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki yanı
1

φ
ile çarpılırsa

−v′φ+
1

u
= (β − S0αu)φ

1

denklemine ulaşılır ve bu denklemde φ =
1

v
yazıldığ ında ve denklemin her iki yanı −v ile çar-

pıldığ ında

v′ − 1

u
v = −(β − S0αu)

lineer denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem integral çarpanı bulunup, aşağ ıdaki adımlar

izlenerek çö zü ldü ğü nde C integral sabiti olmak ü zere

u′(v′ − 1

u
v)︸ ︷︷ ︸ = −u−1(β − S0αu)

(u−1v)′ = −u−1(β − S0αu)∫
(u−1v)′ =

∫
−u−1(β − S0αu)

u−1v = −β lnu+ S0αu+ C

v = u(−β lnu+ S0αu+ C)

çö zümü ne ulaşılır. Buradan Bernoulli denkleminin çö zümü nde kullanılan v = φ−1 dö nü şümü

ve (25) yardımıyla sırasıyla

φ =
1

u(C − β lnu+ S0αu)

ve

t− t0 =

∫ u

u0

dξ

ξ
(
C − β ln ξ + S0αξ

)
çö zümleri bulunur. Burada t0 integral sabiti olup sıfır alınabilir. Buna gö re u, (24) ile tanımlanan

bir parametre olmak ü zere (14)-(16) SIR denklem sisteminin analitik çö zümleri

S = S0u

I =
β

α
lnu− S0u− C

α
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R = −β
α
lnu

parametrik formlarında elde edilir.

2.2. SI Modeli

Toplumun duyarlı bireyler ve enfekte olmuş bireyler olarak ikiye ayrıldığ ı matematiksel model-

dir (Ahmad, 2021). Duyarlı birey, enfekte olmuş bireyle temas ettiğ inde enfekte olur. Enfekte

olan birey de hep enfekte kalır. Bumodelde de toplumdaki doğum ve ö lüm oranları dikkate alın-

madığ ı, kapalı bir toplum olarak kabul edilir. Tedavisi mümkü n olmayan hastalıklar için kullanı-

lır. AIDS buna bir ö rnektir. Modelin şema ile gö sterimi vemodeli ifade eden diferansiyel denklem

sistemi

S
α.I.S−−−−−−→ I

dS

dt
= −αI(t)S(t)

dI

dt
= αI(t)S(t)

formundadır.

2.3. SIS Modeli

Tam bağ ışıklığ ın kazanılmadığ ı hastalıkları modellemede kullanılır. Enfekte birey hastalıktan

kurtulduktan sonra kalıcı bağ ışıklık kazanmadığ ı için bu hastalığa karşı tekrar duyarlı hale gel-

mesidir (Çakan, 2021). SIS modelinde de SI modelinde olduğu gibi toplumda doğum ve ö lüm

oranları dikkate alınmamıştır (Ahmad, 2021). SIR modelinden farklı olarak SIS modelinde iyi-

leşme, iyileşen bireylerin iyileşme sü resi çok kısa sü reli olduğundan tam bir iyileşme olarak ka-

bul edilmez. Bakteriyel hastalıklar bunlara ö rnektir. Modelin şema ile gö sterimi ve modeli ifade

eden diferansiyel denklem sistemi

S
α.I.S−−−−−−→ I

β.I.S−−−−−−→ S

dS

dt
= −αI(t)S(t) + βI

dI

dt
= αI(t)S(t)− βI(t)

formundadır.
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2.4. SEIR Model

SIRmodelindeki enfekte bireylerin hastalığ ı hemen bulaştırması varsayımı, her durumda geçer-

li değ ildir. COVID-19 gibi bazı hastalıklar, vü cuda girdiğ i an hastalık belirtilerinin ortaya çıkması

ve hastalığ ın başkalarına bulaşması için belirli bir inkü basyan periyodu (kuluçka sü resi) gerek-

lidir. O halde SIRmodelineS ve I arasına yani duyarlı bireyin hastalık bulastıktan sonra, hastalık

belirtilerinin başlaması ve mikrobun başka bireye bulaşabilcek dü zeye gelmesi için geçen sü re-

yi ifade eden E ekleyerek yeni SEIRmodeli oluşturulur (Sahinbas, 2022). SEIR modelinde SIR

modelindeki tanımlara ek olarak modelimize bazı yeni tanımlar eklenir

E (Exposed) : t anında enfekte olmuş ama henü z bulaşıcı olmayan kişi sayısı,

δ: Kuluçka oranı δ > 0 olmak ü zere modeli;

S
α.I.S−−−−−−→ E

δ.E−−−−−→ I
β.I−−−−−→ R

şeması ile gö sterebiliriz. Buna gö re SEIRmodeli ifade eden diferansiyel denklem sistemi

dS

dt
= −αI(t)S(t)

dE

dt
= αI(t)S(t)− δE(t)

dI

dt
= δE(t)− βI(t)

dR

dt
= βI(t)

formundadır.SEIRmodelindekuluçkadö nemihastalığ ın bulaşmasü resini geciktirdiğ indenhas-

talığ ın yayılma hızı SIR modeline gö re daha yavaştır.

2.5. SIRD Modeli

SIR modelinde enfekte olmuş bireylerin hastalığ ı iyileşerek ya da vefat ederek artık bulastıra-

mayanların oluşturduğu R grubu, SIR modelinden farklı olarak SIRD modelinde vefat edenler

ve iyileşenler olarak ayrı ayrı ele alınır. Yani enfekte olmuş hastalar iyileşerek (R) ya da vefat

ederek (D) gruptan ayrılmış olurlar (Chatterjee, 2020).

Bu model;

R(t): İyileşen kişi sayısı

D(t): Hastalıktan vefat eden kişi sayısı

β: Hastalığ ın iyileşme oranı

µ: Hastalıkta ö lüm oranı
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parametreleri yardımı ile

S
α.I.S−−−−−−→ I

β.I−−−−−→ RyµI
D

şeması kullanılarak

dS

dt
= −αI(t)S(t)

dI

dt
= αI(t)S(t)− βI(t)− µI(t)

dR

dt
= βI(t)

dD

dt
= µI(t)

diferansiyel denklem sistemi ile temsil edilir.

2.6. SEIRDModeli

SIR modeline kuluçka dö neminin (E) dahil olduğu, iyileşen (R) ve vefat edenlerin (D) ayrı ayrı

değerlendirildiğ i yeni modelimiz SEIRDmodelidir (Ala’raj, 2021). Bu model de aşağ ıdaki dife-

ransiyel denklem sistemini içermektedir.

S
α.I.S−−−−−−→ E

δE−−−−→ I
β.I−−−−−→ RyµI

D

dS

dt
= −αI(t)S(t)

dE

dt
= αI(t)S(t)− δE(t)

dI

dt
= δE(t)− βI(t)− µI(t)

dR

dt
= βI(t)

dD

dt
= µI(t)

Buraya kadar ifade edilen bu modeller en temel değ işkenleri içeren modeller olarak dü şü nü -

lebilir. Bununla birlikte bağ ışıklık, karantina, aşı, mevsimsel etki, gö ç, vb... etmenlerin ilave de-

ğ işkenler olarak alındığ ı ve bu temel modellere eklendiğ i yeni modeller oluşturulabilir (Menon,

2020). Tezin ilerleyen bö lümlerinde aşının da içinde bulunduğu bir model kullanılarak hastalı-

ğ ın azalmasında aşının etkisi incelenecektir.
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3. BÖLÜM

MATEMATİKSEL MODELLERE ETKİ EDEN FAKTÖRLER VE TEMEL

ÜREME SAYISI (R0)

Salgın hastalıkların modellemesinde hastalığ ın çeşidi ve seyrine gö re birtakım faktö rler devre-

ye girmektedir. Bu faktö rler hastalığ ın yayılımında artış ve azalışlara sebebiyet vereceğ inden,

modelin içerisine katılması belirli parametreler yardımıyla sağ lanabilir. Kapanma stratejileri,

kapanmalardaki ihlaller, karantina ve test sü reçleri, seyahat veya gö ç stratejileri, testlerin gü ve-

nilirliğ i, mutasyonlar, aşı ve tedavi çeşitleri bu faktö rlere ö rnek verilebilir. Şimdi bu faktö rleri

kısaca inceleyelim.

3.1. Kapanma Stratejileri

Kapanmaların vakalar ü zerindeki etkileri araştırılmıştır (Menon, 2020). Bu araştırmadaα para-

metresi kişiler arası etkileşimi temsil etmektedir.Kapanmaolmadan ö nceα için belirlenen değer

αmax. iken kapanmada insanlar arası etkileşimin azalması, enfekte ve duyarlı kişiler arasındaki

temasın azalması ileα değeriαmin.’e dü şmektedir. Kapanma durumunda salgının zirve yapması

gecikir. Periyodik kapanmada ise hastalığ ın aralıklarla duyarlı kişilere bulaştığ ı gö rü lmü ştü r.

Kapanmada kabul edilen varsayımlar:

- Hedef bö lgedekei tüm sistem aynı anda kapanır.

- Kapanma bitiminde en az 1 kişi bulaşıcı olmaya devam eder.

- Kapanmada hiç bir ihlal yapılmamıştır.

- Kapanma sü resince seyahatler tamamen kısıtlanmıştır.

Devletler, hastalığ ın ilerleme hızına gö re bu ilerlemeyi yavaşlatmak amacıyla kapanmadan ya-

rarlanırlar. Bu kapanma evresi, kapanma sonrasında yaşanabilecek olası enfekte insan sayısın-

daki artışı sonucuoluşabilecekkrizin ö nü ne geçmenoktasında tıbbi eksikliklerin giderilmesi ba-

kımından bir fırsat olarak gö rü lmektedir. Çeşitli kapanma yö ntemleri bulunmaktadır. Bunlardan

biri belirli sü reli kapanma diğeri ise sonlanacağ ı tarihin belirtilmediğ i sü resiz kapanmadır. Sü -

reli kapanma, sadece hastalığ ın zirve yapmasını geciktirirken sü resiz kapanmalar da hastalığ ın

tamamen ortadan kalkmasını sağ layabilmektedir. Ancak sü resiz kapanmanın ekonomik yö nden

de bir çö kü şe sebebiyet verme olasılığ ı bu yö ntemin uygulanabilirliğ inimümkü n kılmamaktadır.

3.1.1 Periyodik kapanma

Periyodik kapanmamodelinde belirli sayıdaki gü n kapanmanın ardından yine belirli sayıda gü n

açılma uygulanır. Bu sü reç periyodik olarak devam ettirilir. Bu modelle ekonominin tamamen

durmasının ö nü ne geçmek amaçlanmaktadır. Uzun sü re uygulandığ ında ise hastalığ ı tamamen

ortadankaldırabileceğ i varsayılmaktadır. Ancakuzun sü reli bir uygulamaekonomikyö ndenpra-
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tik vemümkü n değ ildir. Periyodikkapanmauygulamasındameydanagelebilecekbir dü zensizlik,

salgının ikinci dalga olarak ortaya çıkmasına sebep olmaktadır. Bu sebeple bu modelin tek ba-

şına işe yaramayacağ ı ö ngö rü lmektedir. Diğ er bir kapanma modeli de vaka sayısı belli bir eşiğ i

aştığ ında uygulananmodeldir. Bumodel, vaka sayısında bü yü k artışlar olmadan uygulandığ ı için

yeterli sağ lık hizmeti sunulması noktasında bü yü k bir avantaj sağ lar. Yukarıdaki varsayımlar bu

model için de geçerlidir.

3.2. Kapanmadaki İhlal

Sokağa çıkma yasakları, salgının zirve yapmasını geciktirerek devletlerin salgında kullanılacak

tesisleri kurması için gerekli zamanı kazanmalarını sağ lar. Bireylerin bir kısmının bu yasakları

ihlal etme olasılığ ı gö z ö nü nde bulundurumalıdır. Bu ihlallerin de hesaba katılması için kapanma

anında, belirlenen α bulaşma katsayısının değ işen periyodik bir fonksiyon olarak ele alınması

dü şü nü lmü ştü r. (Menon, 2020) çalışmasında

α(t) = αmin. + (αmax. − αmin.) sin
υ
(2πt
τυ

)
formunda zamana bağ lı değ işen dinamik bir bulaşma parametresi alınmıştır. Burada υ pozitif

çift tamsayı olup, ihlalin ö lçeğ ini belirler. Yoğun ihlaller υ nin bü yümesi ile ifade edilir. τυ ise

dö ngü periyodunun zaman ö lçeğ i olarak tanımlanmıştır. Dolayısıyla daha yoğun bir ihlal varken

(υ yü ksek iken), vaka sayısının zirve durumu daha kısa sü rede gerçekleşir. υ → ∞ ise ihlalin ol-

madığ ı, yani kapanma olmayan duruma karşılık gelir. Kapanmalardaki ihlallerin azalması içinde

periyodik kapanma daha elverişlidir. Çü nkü periyodik kapanma belirli bir kapanmadan sonra

açılacağ ı bilindiğ inden ihlal daha aza inecektir.

Uzun sü reli kapanmalar, ekonomide bü yü k buhranlara sebebiyet verip beraberinde işsizlik, if-

las ve yoksulluğu artıracağ ından uygulanmadan ö nce sonuçlarının gö z ö nü ne alınması gereken

kapanmalardır. Bu sebeplerden dolayı uygulanacak kapanmamodeli, salgını kontrol altında tut-

mayı hedeflerken ekonomiyi de gö z ardı etmeyen bir model olmalıdır.

3.3. Karantina Ve Test Stratejileri

Karantinaya alınan ve tedavi gö ren kişiler sadece semptomatik bireylerdir. Ancak enfekte oldu-

ğu halde semptomları gö stermeyenasemptomatik bireyler bilinmemektedir. Buda enfeksiyonun

büyü k bir kısmının karantinaya alınmayan asemtomatik bireyler tarafından yayılması anlamına

gelir. O halde bu sorunu çö zebilmek için asemptomatik bireyleri tespit edip karantinaya almak

gerekir. Bu sü reçte asemptomatik bireylerin, test yapma yoğunluğu artırılarak tespit edilmesi

sağ lanabilir. Bir başka yö ntem ise bu bireylerin temaslı olup olmadıklarının tespit edilip, eğer

temaslı iseler test sonucu veya test olmadan kendilerini karantinaya almalarıdır. Hem sempto-

matik bireylerin tedavisinde hemde asemptomatiklerin teşhiş ve tedavisinde yapılan çalışma

maddi olarak devletleri zorlayabilir. Hü kümetin ö nceliğ i semptomatik bireyler için yeterli tıbbi
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alt yapıyı sağ laması ve sonrasında asemptomatiklerin teşhis ve tedavisinde çalışma yapmalı-

dır.Bu strateji ne kadar erken uygulanırsa salgın okadar hızlı atlatılır.

3.4. Sosyalleşme Ve Hareketlilik

Sosyalleşme ve hareketlilik; enfeksiyonu zaman içerisinde farklı bö lgelere yayması nedeniyle

salgın hastalıkları etkileyen faktö rler içerisinde bulunmaktadır. Ö rneğ in Covid-19 gibi bulaşı-

cılığ ı yü ksek bir hastalığ ın ilk olarak Çin’in Wuhan kentinde gö rü lmesinin ardından insanların

ü lkeler arasındaki hareketliliğ i hastalığ ın neredeyse tüm dü nyaya yayılmasına sebep olmuştur.

Ancak çoğu matematiksel modelde hastalığ ın ortaya çıktığ ı topluluklar kapalı olarak kabul edil-

diğ inden salgınların uluslararası dü zeyde yayılımı, yapılan çalışmalarda genellikle gö z ardı edil-

miştir. Bununla birlikte toplumun kendi içerisinde hareketliliğ i modellerde daha fazla etkiye

sahip olmaktadır. Dolayısıyla bahsedilen hareketlilik toplulukların sosyalleşmeleri ve kü ltü rel

yapılarıyla da doğ rudan alakalıdır. Bu nedenle kullanılan matematiksel modellerde toplumda

meydana gelen hareketlilik S(duyarlı birey) ,E (enfekte olmuş ama henü z bulaşıcı olmayan) ve

Ias(asemptomatik) bö lümlerdeki bireyleri etkilemiş olup diğer bö lümlerde hasta ve tedavi gö -

ren bireylerin izole olduğu dü şü nü lmü ştü r (Menon, 2020). Toplumda gö rü len bu mobilizasyon,

modellerdeyer alanvehastalığ ın bulaşmaoranı olarak adlandırılanαparametresi ü zerindedoğ -

rudan bir etkiye sahiptir. Ö rneğ in salgının ilk zamanlarında vaka sayılarının arttığ ı bö lgelerde

yaşayan bireyler panik etkisiyle daha gü venli bö lgelere seyahat ettiklerinde hastalığ ın yayılımı-

nı artırmaktadırlar. Seyahatlerde gö ç veren yerlerde zamanla daha az vaka gö rü lmekle beraber

gö ç alan yerlerde de vaka sayılarında artışlar olmaktadır. Daha sonra halkın bilinçlenip hastalığa

karşı farkındalığ ın artması ve kısıtlamalarla(kapanma, yasaklar, vb...) seyahatlerde de azalmalar

gö zlemlenir.

3.5. Testlerin Güvenirliği

Covid-19 gibi hava yoluyla dahi bulaşılabilen bir virü sü n doğ ru ve hızlı tespit edilmesi, enfek-

siyonun yayılma hızını kontrol altına alma noktasında oldukça etkilidir. Matematiksel model-

lerde virü sü n teşhisinde kullanılan testlerin gü venilir olduğu kabul edilir. Bazı modellerde ka-

rantinaya alınan ve tedavi gö renler, sadece test sonuçları pozitif olan bireylerdir. Bu bireylere

uygulanan testlerin yü zde yü z gü venilir olduğu varsayılmıştır. Ancak İngiltere Bristol Ü niversi-

tesi’ndeki araştırmacılar, yapılan testlerde yü zde 30’luk bir yanlışlık olduğunu iddia etmektedir.

Sonuçlara gö re negatif ancak gerçekte pozitif olan bireyler, karantinaya alınmadıkları için enfek-

siyonu duyarlı bireylere bulaştırarak hastalığ ın yayılımını artırır.

3.6. Hastalığın Genetik Değişime Uğraması (Mutasyonlar)

Bulaşıcılığ ı yü ksek olan hastalıklarda salgının seyri uzadıkça virü ste mutasyonlar gö rü lmekte-

dir. Covid-19 da zamanla Alfa, Beta, Gamma, Delta ve Omicron varyantlarıyla devam etmiştir.
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Varyantlarla beraber virü sü n bulaşıcılığ ı artmakta, hastalık semptomları değ işmekte, hastalığ ın

etki ettiğ i yaş grubu genişlemekte, alınan tedbirlerin (Maske, mesafe, vb...) etkinliğ i azalmakta-

dır.

3.7. Aşı, Tedavi Yöntemleri Ve Toplumsal Bağışıklık

Bilmediğ imiz hastalıklarda ö ncelik, hastalığ ın doğ ru tespit edilmesidir. Doğ ru tespit sonrasın-

da etkili tedavi yö ntemleri, daha sonrasında da uygun aşının bulunmasıyla topluma bağ ışıklık

kazandırmak gelmektedir. Covid-19’da uygun tedavinin hemen bulunamaması, hızla artan vaka

sayılarına karşı hastanelerin yeterli gelmemesi hastalığ ın yayılım hızını artmasına sebep olmuş-

tur. Ü lkelerde bu hastalığa karsı aşının bulunması da zaman almış, toplumun aşıyla bağ ışıklık

kazanması uzun sü rmü ştü r.

3.8. Temel Üreme Sayısı (R0)

Bulaşıcı bir hastalıkta hasta olan bireyin mikrobu ikincil vakalara bulaştırdığ ı ortalama insan

sayısınaR0 denir.R0’ın belirlenmesi için gereken şartlar arasında; toplumun tamamının duyar-

lı olması, toplumun bu hastalıkla ilk kez karşılaşması, toplumun bu hastalığa karşı aşılanmamış

olması, daha ö nce kimsenin hastalığa yakalanmamış olması, hastalığ ın yayılmasının kontrol edi-

lememesi yer almaktadır (Turan, 2020; Tü rkiye Bilimler Akademisi, 2020).

Temel ü reme sayısını etkileyen faktö rler enfeksiyon aralığ ı, bulaşıcı olunan dö nem, bireylerin

temas sıklığ ı, hastalığ ı yayılım şekli, toplumsal ve coğ rafik etmenler biçiminde sıralanabilir. Has-

talıkların bulaşıcılık dö nemleri farklılık gö sterir. Bulaşıcılık dö nemi ne kadar uzarsa birey has-

talığ ın daha fazla ikincil vakalara bulaşmasına sebep olacaktır. Bu durum R0 değerini daha da

yü kseltecektir. Ö rneğ in, 1918 yılında dü nya genelinde etkili olan İspanyol gribi içinR0 değerinin

minimum 1.4, maksimum 2.8 değerleri arasında olduğu tahmin edilmektedir (Tü rkiye Bilimler

Akademisi, 2020). Yine aynı kaynakta 2009 yılında etkili olan H1N1 virü sü için ise R0 değeri-

nin 1.4 ile 1.6 arasında olduğu belirtilmiştir. Hasta birey, bulaş dö nemde enfekte olmayan veya

aşılanmamış ne kadar çok kişiyle temas ederse hastalık o kadar daha hızlı ilerler; ancak birey

kendini bulaş dö nemde karantinaya alır ya da daha az bireyle temas ederse R0 değeri dü şü k

olacaktır.R0 değeri yü ksek olan hastalıklar, temas yoluyla değ il; havadan yayılan hastalıklardır.

COVID-19, bu hastalıkların başında yer alırken HIV ve Ebola gibi hastalıklar sadece vü cut sıvı-

larıyla bulaşabilen hastalık olduğu için bulaşma hızı daha dü şü ktü r. Bunun yanı sıra toplumun

demografik yapısı ve yaşadığ ı bö lge de hastalığ ın yayılımında etmen olduğundan dolayı temel

ü reme sayısı ü zerinde etkiye sahiptir.

Bulaşıcı hastalıklardaR0 değerinin anlamı;

1. R0 < 1 ise enfeksiyonlu birey mikrobu birden az kişiye bulaştırır ki bu da hastalığ ın azalıp

biteceğ i anlamına gelir.
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2.R0 = 1 ise enfeksiyonlu bireymikrobu bir kişiye bulaştırır ki bu durumda hastalık stabil kalır

ve herhangi bir salgına sebep olmaz.

3. R0 > 1 ise enfeksiyonlu birey mikrobu birden fazla bireye bulaştırdığ ı için hastalığ ın hızla

yayılıp salgına dö nü şmesine sebep olur.

Temel ü reme sayısıR0 ın hesaplanmasında farklı yaklaşımlar kullanılabilmektedir. Bu yaklaşım-

lardan bazılarını inceleyelim.

3.8.1.R0 = exp(rTc) formülüne göreR0 hesaplama

Bu formü l için kullanılan bazı kavramlar vardır. Bunlar:

R0 (Temel Ü reme Sayısı): Bulaşıcı bir hastalıkta hasta olan bireyin mikrobu ikincil vakalara bu-

laştırdığ ı ortalama insan sayısıdır.

Ü reme Aralığ ı(Tc): Bireyin enfekte olduğu zaman ile bu bireyin enfekte ettiğ i ikincil vakanın en-

fekte olma zamanı arasındaki ortalama geçen sü redir.

Bü yüme Hızı(r): Birim zamanda, yeni vaka sayısındaki kişi başına değ işimdir.

• Tc: Ortalama ü reme aralığ ı (6 gü n)

• r : Bü yüme hızı (0.05)

R0 = exp(rTc) için exp(6× 0.05) = 1.35 olur.

3.8.2.R0 = 1 + rTc formülüne göreR0 hesaplama

Yukarıda verdiğ imizR0 = exp(rTc) formü lü nde ü stel fonksiyonun MacLaurin serisine açılıp ilk

iki teriminin alınmasıyla hesaplanan yö ntemdir.

• Tc: Ortalama ü reme aralığ ı (6 gü n)

• r : Bü yüme hızı (0.05)

R0 = 1 + rTc için 1 + 6× 0.05 = 1.30 olarak hesaplanır.

3.8.3 Matris temelli yaklaşımlarlaR0 hesaplanması

Bu tip yaklaşımlar, hastalığ ı modelleyen diferansiyel denklem sistemlerinden elde edilen mat-

rislerin ö zdeğerleri kullanılarak temel ü reme sayısının elde edilmesi ilkesine dayanmaktadır.

Burada hesaplamalar hastalıksız denge noktası (disease free equilibrium) adı verilen ve hasta-

lığ ı içeren değ işkenlerin sıfır olarak alındığ ı E0 noktasında yapılır (Martcheva,2015). Şimdi bu
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yaklaşımda kullanacağ ımız jakobiyen matris, denge noktası, spektral yarıçap ve bir matrisin izi

kavramlarını tanımlayalım.

Tanım (Jakobiyen Matris)

~F : Rn −→ Rm tanımlı ve herbir bileşeninin Rn de birinci mertebeden kısmi tü revleri var olan

vektö r değerli bi fonksiyon olsun. Yani;

~x = [x1, x2, · · · , xn]T , ~F (~x) =


f1(x1, · · · , xn)
f2(x1, · · · , xn)

...

fm(x1, · · · , xn)



olmak ü zere ~F nin Jakobiyen matrisi, fi fonksiyonlarının birinci mertebeden kısmi tü revlerini

içerenmxn tipindeki

J =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


matrisi olarak tanımlanır. Bizim bu bö lümde kullanacağ ımız Jakobiyen matrisler kare matrisler

olacaktır.

Tanım (Denge Noktası)

Birinci bö lümde tanımladığ ımız (4) birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi için sağ ta-

raftaki ~F (x, ~V ) vektö rü nü sıfır yapan vektö re sistemin denge noktası adı verilir. Yani sistemin

denge noktasını bulmak için ~F (x, ~V ) = ~0 denklem sistemi çö zü lü r.

Tanım (Bir Matrisin Spektral Yarıçapı)

A ∈ Rnxn karematrisinin spektral yarıçapı, o matrisinmutlak değerce en büyü k ö zdeğeri olarak

tanımlanır ve ρ(A) ile gö sterilir. Yani σ(A), A’nın ö zdeğerlerinin oluşturduğu küme olmak ü zere;

spektral yarıçap;

ρ(A) = sup{|λ|;λ ∈ σ(A)}

olacaktır.

Tanım (Bir Matrisin İzi)

A ∈ Rnxn olmak ü zere A = [aij ] kare matrisinin izi Tr(A) ile gö sterilir ve Tr(A) = a11 + a22 +

· · ·+ ann biçiminde tanımlanır.
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3.8.3.1. Jakobyen Matris Yaklaşımı

Hastalığ ın modellenmesi sonucu elde edilen diferansiyel denklem sistemine ait Jakobiyen mat-

ris hastalıksız denge noktasında hesaplanarak, bu matrisin bü tü n ö z değerlerinin negatif reel

kısmına sahip olması koşulu ü zerine R0, temel ü reme sayısı hakkında yorum yapma yaklaşı-

mıdır (Martcheva, 2015). Bu yaklaşımın basit bir şekilde uygulanabilmesi için ö zdeğerlerin ko-

layca hesaplanabilmesi veya Jakobiyen matris ö zdeğerlerinin negatif reel kısma sahip olabilme

koşullarının sağ latılarak R0 < 1 şartı için (hastalığ ın kararlılığ ı) gerekli olan ifadeden R0 hak-

kında yaklaşımın elde edilmesi gerekir. Eğer birmatris 2x2 boyutunda ise ö zdeğerlerinin negatif

reel kısma sahip olması için determinantı pozitif ve izinin negatif olması yeterlidir. Dolayısıyla

hastalıksız denge noktasında hesaplanan Jakobiyenmatrisinin ö zdeğerlerinin hesaplanmasında

det(J− λI4) = 0 denklemi 2x2 boyutuna indirgenebildiğ inde bu yaklaşım rahatlıkla kullanılabi-

lir. Şimdi bir ö rnek ü zerinde bu yaklaşımı inceleyelim.

Örnek:(Martcheva, 2015, s.120, problem 5.4) Karantina (Q) bö lümü nü içeren ve parametre-

leri

λ: Doğum veya gö ç oranı,

β: İyileşme oranı,

α: Bulaşma oranı,

γ: Hastalanan bireylerin karantinaya alınma oranı,

η :Karantinadaki hasta bireylerin iyileşme oranı,

µ: Doğal ö lüm oranı

olarak tanımlanan ve

S
αSI−−−−−→ I

βI−−−−−→ RyγI xηQ
Q Q

şeması yardımı ile

dS

dt
= λ− αSI − µS

dI

dt
= αSI − (β + γ + µ)I

dQ

dt
= γI − (η + µ)Q

dR

dt
= βI + ηQ− µR

diferansiyel denklem sisteminden oluşan modelin R0 değerini Jakobiyen yaklaşımı yardımıyla

inceleyelim. Bu tü r modellemeler genellikle çocuk hastalıklarında kullanılır. Çü nkü karantina

hastalığ ın kontrol altına alınmasında aktif bir rol oynayacaktır ve çocuklarda karantina sü reci

birçok faktö rü etkilemeyecektir.
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Ö ncelikle sistemin hastalıksız denge noktasını hesaplamak için; I = Q = R = 0 alırsak S∗ =
λ

µ

elde edilir. Dolayısıyla sistemin hastalıksız denge noktası ~E0 = (S∗, 0, 0, 0)T vektö rü olacaktır.

Sistemin Jakobiyen matrisi ise;

J =


−αI − µ −αS 0 0

αI αS − (β + γ + µ) 0 0

0 γ −(η + µ) 0

0 β η −µ


formunda olur. Burada S = S∗ , I = Q = R = 0 alınıp J( ~E0) hesaplanır ve det(J( ~E0) − λI4)

karakteristik denklemi yazılırsa;

det(J( ~E0)− λI4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ− λ −αS∗ 0 0

0 αS∗ − (β + γ + µ+ λ) 0 0

0 γ −(η + µ+ λ) 0

0 β η −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−µ− λ)(−µ− λ) =

∣∣∣∣∣αS∗ − (β + γ + µ+ λ) 0

γ −(η + µ+ λ)

∣∣∣∣∣
elde edilir. Burada λ1,2 = −µ olup diğer değerler için

J1( ~E0) =

[
αS∗ − (β + γ + µ) 0

γ −(η + µ)

]
matrisini incelemek veya diğer ö zdeğerleri hesaplayıp reel kısımlarını yorumlamak gereklidir.

Diğ er ö zdeğerler hesaplanırsa λ3 = −(η + µ) ve λ4 = αS∗ − (β + γ + µ) olacağ ından λ3 < 0

dır. λ4 < 0 şartı için;

αS∗ < β + γ + µ⇒ αS∗

β + γ + µ
< 1

olacağ ından hastalığ ın stabilitesiR0 =
αS∗

β + γ + µ
olması durumunda sağ lanır. Aynı koşul

J1( ~E0)matrisi için det(J1( ~E0)) > 0 eşitsizliğ i yardımı ile de bulunur.

3.8.3.2. Next Generation Matris Yaklaşımı

Hastalığ ı modelleyen diferansiyel denklemlerde hastalığ ı içeren değ işkenlerin ayrı olarak dü -

şü nü lü p, kendi içerisinde gruplanması(doğ rusal-doğ rusal olmayan, kadın-erkek bireyler vb...)

sonucunda oluşturulan ve Next Generationmatrisi adı verilenmatrisin hastalıksız denge nokta-

sında hesaplanıp ö zdeğerleri yardımıyla temel ü reme sayısıR0 hakkında bilgi edinilmesi yakla-

şımıdır. Şimdi bu yaklaşımı denklemleri doğ rusal olmayan-doğ rusal ayrışımı ile gruplandırarak
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bir ö rnek ü zerinde inceleyelim.

Örnek:(Alzahrani, 2020) Bir toplumda sigara içme alışkanlığ ının aşağ ıda verilen gruplar ve ta-

nımlanan parametreler yardımıyla modellendiğ i diferansiyel denklem sistemini gö z ö nü ne alıp,

bu sigara içme hastalığ ının temel ü reme sayısını bu denklem sistemine ait Next Generation yak-

laşımı yardımıyla inceleyelim. Buna gö re;

X: Sigara içmeye duyarlı (meyilli) bireyler (susceptible smokers)

H1: Sigarayı burundan çekme yoluyla içenler (snuffing class)

H2: Dü zensiz içiciler (irregular smokers)

Y : Dü zenli içiciler (regular smokers)

Z: Bırakanlar

λ: Doğum veya gö ç oranı

β1:X tenH1 e geçiş oranı

β2:H1 denH2 ye geçiş oranı

ω: Dü zensiz içicilikten dü zenli içiciliğ e geçiş oranı

γ: Bırakma oranı

µ: Doğal ö lüm oranı

α: Bırakıp tekrar başlama yatkınlık oranı

ψ:H1 deki nü fusun sigaradan ö lüm oranı

% :Sigara kaynaklı hastalıklardan ö lüm oranı

tanımlamaları yardımıyla hastalığ ı modelleyen diferansiyel denklem sistemi

dX

dt
= λ− β1XH1 − µX + αY

dH1

dt
= β1XH1 − β2H1H2 − (ψ + µ)H1

dH2

dt
= β2H1H2 − (%+ ω + µ)H2

dY

dt
= ωH2 − (α+ γ + µ)Y

dZ

dt
= γY − µZ

formunda olacaktır. İlk dö rt denklem Z değ işkeninden bağ ımsız olduğundan dolayı sonuncu

denklem ihmal edilirse, ilk dö rt denklem için sigara içilmesinden bağ ımsız denge noktası ~E0;

H1 = H2 = Y = 0 alınıp ilk dö rt denklemin 0 a eşitlenerek çö zü lmesiyle;X =
λ

µ
,H1 = H2 =

Y = 0 elde edilerek ~E0 = (
λ

µ
, 0, 0, 0)T bulunur.

Next generation matris yaklaşımı ile bu modelin temel ü reme katsayısıR0 ı hesaplamak için si-

gara kullananH1,H2 ve Y değ işkenlerini içeren denklemlerin sağ tarafları doğ rusal olmayan ve
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doğ rusal terimler gruplanarak;

~F =


β1XH1 − β2H1H2

β2H1H2

0

 , ~V =


(ψ + µ)H1

(%+ ω + µ)H2

−ωH2 + (α+ γ + µ)Y


vektö rleri yardımıyla

~F − ~V =


H ′

1

H ′
2

Y ′


formunda yazılır. F ve Vmatrisleri ise sırasıyla ~F ve ~V vektö rleri içinH1,H2 ve Y değ işkenleri-

ne gö re elde edilecek Jakobiyen matrislerinin ~E0 hastalıksız denge noktasındaki değerlerinden

oluşan 3x3 tipindeki matrislerdir. Yani;

F =


β1λ
µ 0 0

0 0 0

0 0 0

 , V =


ψ + µ 0 0

0 %+ ω + µ 0

0 −ω α+ γ + µ


olarak hesaplanır. Bu matrisler yardımıyla K ile gö sterilen Next generetation matrisi ise;

K = FV−1 =


β1λ
µ 0 0

0 0 0

0 0 0




1
ψ+µ 0 0

0 1
%+ω+µ 0

0 ω
(α+γ+µ)(%+ω+µ)

1
α+γ+µ

 =


β1λ

µ(ψ+µ) 0 0

0 0 0

0 0 0



olup; bu matrisin baskın ö zdeğeri
β1λ

µ(ψ + µ)
olacaktır. Dolayısıyla model için temel ü reme sayısı

R0 =
β1λ

µ(ψ + µ)
olarak bulunur.
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4. BÖLÜM

COVİD-19 HASTALIĞI İÇİN AŞI İÇEREN SVIR MODELİ VE SAYISAL

SONUÇLAR

4.1. SVIR Modeli

Covid-19mikrobunun oluşturduğu koranavirü s hastalığ ı şiddetli ağ rılar, solunumgü çlü ğü , koku

ve tat kaybı gibi ciddi belirtiler eşliğ inde ö lümlere sebep olup dü nyada pandemiye neden olarak

insanların yaşam biçimini olumsuz etkilemiştir. Hastalığ ın kontrol altına alınabilmesi için kulla-

nılan yö ntemlerden biri olan aşı ö nemli etkiye sahiptir. O halde aşılama bir salgın veya pandemi-

nin seyrini bü yü k ö lçü de etkilemektedir. Aşılama, popü lasyonun bağ ışıklık seviyesini iyileştir-

mek suretiyle, hastalığ ın yayılmasının kontrol altına alınmasında etkin bir rol oynar. Dolayısıyla

aşılanan duyarlı birey sayısı arttıkça hastalığ ın yayılması azalacaktır. Aşının hastalıkların seyri-

ne etkisinin incelendiğ i çalışmalar literatü rde bulunmaktadır (Bai, 2022; Scherer, 2002; Wyss,

2023). Klasik SIR modeline aşılanan bireylerin dahil edilmesiyle oluşan modelde S (duyarlı), V

(aşılanmış), I (hastalıklı),R (iyileşen) olup dö rt bö lümlü SV IRmodeli oluşur. Bu modelde her

bir bö lüm için veri ve parametrelerin başlangıç değerleri belirlenip ikinci mertebeden Runge-

Kutta metodu yardımıyla sayısal çö zümlerin elde edilmesi planlanmıştır. Elde edilen bu sayısal

veriler gerçek değerlerle kıyaslanarak grafikler yardımıyla yorumlanacaktır.

Toplumun dö rt bö lüme ayırıldığ ı bu modelde hastalığ ın ilerleyici doğası nedeniyle t bağ ımsız

değ işken olup bağ ımlı değ işkenleri S,V , I , R ve sistemin içerdiğ i parametreler aşağ ıdaki gibi

tanımlanır;

S (Susceptible): Hastalığ ı kapmaya duyarlı olan kişi sayısı

V (Vaccinated): Aşılanmış birey sayısı

I (Infected): Enfekte olmuş ve hastalığ ı duyarlı bireylere bulaştırabilcek kişi sayısı

R (Recovered): Hastalığ ı başkalarına bulaştıramayanlar, iyileşenler veya vefat eden kişi sayısı

α : Hastalığ ın bulaşma oranı, α > 0

β : Hastalığ ın iyileşme oranı, β > 0

θ : Aşılanma oranı, θ > 0

Modelin kurulmasında;

• α , β ve θ parametrelerinin hastalık boyunca sabit alındığ ı ve her toplumun yapısına gö re

de farklılık gö sterebileceğ i,

• İçe ve dışa gö çlerin olmadığ ı, hastalık dışı doğum ve ö lümlerin sayılmadığ ı, değ işmeyen

bir nü fusun olduğu,
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• İyi karışmış, homojen bir toplum yani toplumdaki bireylerin birbirleriyle eşit oranda kon-

tak halinde olduğu,

• Tambağ ışıklık (kalıcı bağ ışıklığ ın) kazanıldığ ı, hastalığa yakalananbireyin iyileştikten son-

ra bir daha aynı hastalığa yakalanmayacağ ı ,

• Enfekte bireyin hastalığ ı hemen bulaştırdığ ı, kuluçka dö neminin olmadığ ı,

• Aşı olan bireyin hastalığa yakalanmayacağ ı

varsayımları kabul edilmiştir. SVIR modelinde herbir bağ ımlı değ işkeninin değ işim oranlarını,

S
θS−−−−→ VyαIS

IyβI
R

şeması yardımıyla

dS

dt
= −αI(t)S(t)− θS(t)

dV

dt
= θS(t)

dI

dt
= αI(t)S(t)− βI(t)

dR

dt
= βI(t)

diferansiyel denklem sistemiyle tanımlayabiliriz.

4.2. Sayısal Sonuçlar

Tanımlanan bu diferansiyel denklem sistemini Covid-19 hastalığ ına, Tü rkiye’de aşının başladı-

ğ ı dö nemi içeren ve 01.01.2021 tarihinden itibaren 60 gü nlü k periyodu içine alan bir zaman

aralığ ında uygulayacağ ız. Bunun için bulaşma ve iyileşme parametlerini sırasıyla α = 0.5, β =

0.8 (Gü zey,2021; Kö ker,2021), başlangıç değerlerini ise duyarlı bireyler, aşılananlar, aktif vaka-

lar(hasta) ve kurtulanlar için sırasıyla S0 = 26000000, V0 = 1, I0 = 85000 ve R0 = 2115000

alıp, sistemi farklı aşılama oranları kullanarak daha ö nce tanımladığ ımız RK2 metodu kullana-

rak sayısal olarak çö zeceğ iz. Burada adım aralığ ını 1 gü n olarak alıp tüm değ işkenler için gü nlü k

bazda değ işimleri inceleyeceğ iz. İlk olarak aşılanma oranlarındaki değ işimin aktif vaka sayısı

ü zerindeki etkisini inceleyelim. Bunun için ü ç farklı aşılanma sabiti θ = 0.1, θ = 0.2, θ = 0.3 için

yukarıda belirlediğ imiz parametreleri ve başlangıç değerlerini kullanarak sistemi I değ işkeni

için çö zdü ğümü zde Şekil 4.1 deki grafikleri elde ederiz. Her ü ç grafikten de açıkça gö rü leceğ i
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Şekil 4.1. Farklı aşılanma sabitleri için I(aktif vaka sayısı) değ işkeninin çö zümleri

ü zere başlangıçta aşılanan kişi sayısının yeterli olmaması nedeniyle aktif vaka sayısında belirli

bir sü re artış gö zlemlenmiş, ancak sonrasında aşılanan popü lasyondaki artışla aktif vaka sayısı

dü şü şe geçmeye başlamıştır. Burada dikkat çekennokta ise yü ksek aşılanma sabitinde artış peri-

yodu hem kısa sü rmekte, hem de aktif vaka sayısı daha dü şü k değerlere ulaştıktan sonra dü şü şe

geçmektedir. Bu ise modelin varsayımı olan kapalı populasyonlarda aşılanma hızının aktif vaka

sayısının azaltılmasında ö nemli bir role sahip olduğunu gö stermektedir. Bunun yanında model-

de bulaşma hızının sabit kabul edilmesi zaman ilerledikçe vaka sayısının dü şü şe devam etme

eğ iliminde olmasına neden olmaktadır. Ancak incelediğ imiz 60 gü nlü k periyodun sonlarında ve

bu periyot sonrasında Tü rkiye’de vaka sayısında tekrar bir yü kseliş gö zlemlendiğ inden,modelin

daha gerçekçi olması için bulaşma parametresinin sabit alınmaması gerektiğ i sonucuna varıla-

bilir. Aynı şekilde iyileşme parametresi de belirli dö nemlerde değ işken bir yapıya sahip olarak

tanımlanmalıdır.

Belirtilen periyotta Tü rkiye’de vaka artişlarındaki değ işim dü şü k aşılanma sabiti ile ö rtü şmek-

tedir. Bu nedenle sistemin belirtilen periyotta tüm değ işkenlerinin çö zümleri θ = 0.11 alınarak

Şekil 4.2, Şekil 4.3, Şekil 4.4 ve Şekil 4.5 te sergilenmiştir.
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Model kapalı toplum ü zerinde uygulandığ ından belirtilen periyot sonunda duyarlı nü fus sa-
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Şekil 4.2. Duyarlı nü fus değ işkeni S nin zamana gö re değ işim grafiğ i

yısındaki dü şü ş, buradaki populasyonun büyü k bö lümü nü n aşılanmış nü fusa, geri kalanın ise

hastalanan ve iyileşen gruba geçmesi olarak yorumlanabilir. Şekil 4.2 deki grafikte toplam du-

yarlı nü fus, Şekil 4.3 te toplam aşılanan nü fus, Şekil 4.4 te ise gü nlü k aktif vaka sayısı ve Şekil

4.5 te ise toplam iyileşen nü fus dikkate alınmıştır. I değ işkeni için gü nlü k alınmasındaki neden,

duyarlı nü fusa hastalığ ı bulaştıracak olan bireyler anlık aktif vakalar olmasından dolayıdır. Yani

duyarlı nü fustaki anlık değ işime, hastalandıktan sonra iyileşen nü fusun etkisi olmamaktadır.

Bununla birlikte grafiklerde değerler gerçek değerlerden ü ç sıfır atılarak sergilenmiş ve prog-

ramlamada parametreler buna gö re ö lçeklendirilmiştir. Sayısal çö zümler Matlab programı kul-

lanılarak elde edilmiştir.
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Şekil 4.3. Aşılanan nü fus değ işkeni V nin zamana gö re değ işim grafiğ i
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Şekil 4.4. Enfekte nü fus(aktif vaka sayısı) değ işkeni I nın zamana gö re değ işim grafiğ i
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Şekil 4.5. Kurtulan(iyileşen+vefat eden) nü fus değ işkeniR nin zamana gö re değ işim grafiğ i
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SONUÇ VE ÖNERİLER

Salgın hastalıklar tarih boyunca insanların yaşadığ ı en ö nemli sıkıntıların başında yer almak-

tadır. Bu hastalıkların bazıları ise ortaya çıktığ ı coğ rafyayı da aşarak tüm dü nyayı etkisi altına

alan bir yapıya bü rü nmü ştü r. Bu hastalıkların ilerlemesinin tahmin edilmesi, bu ilerlemede et-

ken olan parametrelerin belirlenerek ö nlemler vasıtasıyla hastalığ ın kontrol altına alınması ve

bu sü recin izlenebilir olması açısından matematiksel modeller ö nemli bir role sahiptir. Bu mo-

deller; salgın hastalıkları sayısal verilerle daha derinlemesine analiz ederek gelecekte bu tip has-

talıklarla karşılaşılması durumundaalınacakö nlemler için rehber olmagö revini ü stlenmektedir.

Ayrıca matematiksel modeller, bulaşıcı hastalıklarda alınan tedbir ve tedavilerin uzun vadede

nasıl bir seyir izlediğ inin gö rsellerle incelenmesine de olanak tanımaktadır. Bu tezde tarihsel sü -

reçte karşılaşılan salgın hastalıklar için oluşturulan matematiksel modeller analiz edilmiştir. Bu

bağ lamda hastalığ ın yayılımını etkileyen en büyü k etmenlerden birisi olan temel ü reme katsa-

yısının elde edilmesi için matematiksel yö ntemler araştırılmıştır. Aşının etkinliğ inin incelendiğ i

matematiksel modelin çö zümleri, Tü rkiye’deki verilerden elde edilen parametreler kullanılarak

oluşturulmuştur. Diferansiyel denklem sistemi olarak bilinen bu modellerin sayısal çö zümü n-

de kullanılabilecek sayısal metotlar analiz edilerek bu sayısal metotlardan, ikinci mertebeden

Runge-Kutta Metodu oluşturulan bu denklem sisteminin sayısal çö zümü için kullanılmıştır. Sa-

yısal çö zümler Matlab programı kullanılarak elde edilmiş ve bu çö zümler grafikler vasıtasıyla

gö rselleştirilmiştir. Uygun ve etkili aşınınmodele dahil edilmesiyle oluşan SVIRmodelinde, aşıy-

la birlikte bulaşıcılığ ı azalan hastalığ ın yayılım hızının da azaldığ ı gö rü lmü ştü r. Burada bulaşıcı-

lığ ı yü ksek ve sonuçlarında kayıpları fazla olan hastalıklarda etkili aşının bulunmasında geçen

zamanın hastalığ ın yayılmasını olumsuz etkilediğ ini belirtmek gerekir. Belirli zaman aralıkların-

da gerçek veriler ile elde edilen sayısal çö zümler karşılaştırılarak arada oluşan farkın nedenleri

yorumlanmıştır. Buna gö re modelde verilen parametrelerin gerçek verilerle tam olarak ö rtü ş-

memesi, hastalığ ın yayılımının, durağanlaşmasının veya sö nümlenmesinin tamamıyla insanla-

rın davranışlarıyla ilgili olması ve bu davranışların net bir şekilde tahmin edilememesi, hastalığ ı

etkileyen vemodele dahil edilemeyen birçok çevresel, kü ltü rel, ekonomik ve coğ rafi etmenin bu-

lunması oluşan bu farkların açıklanmasında birer etmen olarak dü şü nü lmü ştü r. Bununla birlik-

te modelde kullanılan bulaşma, iyileşme, aşılanma vb... parametrelerin sabit değ il, zamana gö re

değ işen bir yapıda tanımlanması modellerin daha gerçekçi olmasına olanak tanır. Sonuç olarak

matematiksel modellerin salgın hastalıkların seyri açısından ne denli ö nemli olduğu tezde elde

edilen veriler ışığ ında gö zlemlenmiştir. Bununla birlikte incelenen ve sunulanmodele daha fazla

değ işkenin eklenmesi durumunda daha etkin modellerin elde edilebileceğ i, ancak bu durumun

kontrol edilen parametre sayısını artırması nedeniyle daha karmaşık bir yapıya yol açabilece-

ğ i, bununla birlikte bu iki durum arasında bir optimizasyon sağ lanmasının ileriki çalışmalarda

araştırma konusu olabileceğ i ifade edilebilir.
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