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OZET

Donem dénem diinyanin belli yerlerinde deprem, sel, savas, ¢cevre kirliligi gibi bir cok sebeple
bas gdsteren cesitli salgin hastaliklar insanoglu icin biiyiik kayiplara neden olmustur. Bulasici
hastaliklarin seyrini gorsellestirmek icin matematiksel modellerden yararlanilmistir. Oncelikle
ilk matematiksel model olan SIR modeli ile birlikte, bu modele farkli kategoriler eklenerek yeni
olusan matematiksel modeller incelenmistir. Zamana gore degisimi ifade eden diferansiyel
denklemleriiceren bu modellerin ¢6ztimiinde sayisal metotlardan yararlanilmistir. Bunun yani
sira tiim diinyada pandemiye sebep olan, bulasicili1 yiiksek ve 6liimle sonuglanabilecek Covid-
19 hastahigy, literatiirdeki matematiksel modele as1 parametresi dahil edilerek modellenmistir.
Tirkiye cercevesinde bu modelin belirli bir zaman aralifinda sayisal ¢6ztimleri gergek verilerle
karsilastirilmistir. Hem kentsel hem de sosyal yasamda bulasiciligi kolay ve yiiksek Covid-
19'un, asinin yeni bir kategori olarak eklenmesiyle elde edilen SVIR modelinde, asinin Covid-

19 hastaliginin seyrine etkisi aragtirilmistur.
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ABSTRACT

Various epidemics, which started in certain parts of the world from time to time due to many
reasons such as earthquakes, floods, wars and environmental pollution, have caused great
losses for human beings. Mathematical models were used to visualize the progress of infectious
diseases. First of all, with the SIR model as a first mathematical model, other mathematical
models which is obtained by adding different categories to this model were examined.
Numerical methods were used in the solution of these models which include differential
equations expressing the change with respect to time. In addition, Covid-19 disease, which
causes pandemics all over the world, is highly contagious and can result in death, has been
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during a determined period. The effect of the vaccine on the process of Covid-19 disease, which
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GIRIS

Tarih boyunca insanoglu sayisiz salgin hastalikla miicadele etmis ve bu miicadelelerin birco-
gundan galip ayrilmistir. Saglik Gizerine ugrasan bilim insanlar1 yiizyillar boyunca salgin hasta-
liklarla miicadele etme yollarin1 aramislar ve bircok arastirma ve ¢6ziim yollar1 bulmuslardir.
Belirli insan topluluklarinda, hastaliklarin dagiliminin 6l¢iilmesi 19.yy da yapilmaya baslanmis-
tir. 19.ytizyilin sonlarina kadar toplumlarin en biiyiik sorunu olan kolera, veba, tiiberkloz, tifo,
veba, ispanyol gribi, cicek gibi hastaliklar, tilkeden tilkeye yayilarak milyonlarca kisinin hastalan-
masina ve hatta binlercesinin 6liimiine yol acan enfeksiyon hastaliklarini (bulasici hastaliklar)
olusturmaktadir. Hastalik yapici herhangi bir mikroorganizmanin insan viicuduna girip, burada
yerlesmesi ve ¢ogalmasina "bulasma (infeksiyon)”, bunun sonucunda ¢ikan hastaligada "bula-
sic1 hastalik (infeksiyon hastalig1)” ad1 verilmektedir (Pesen, 2021). Bulasic1 hastaliklar bazen
salgin hale gelerek, toplum sagligini 6nemli 6l¢tide tehlikeye diisiirmiislerdir. Bir hastaligin belli
bir zaman araliginda fazla sayida goriilmesi durumuna ”salgin (epidemi)”, kita ve kitalar1 etki-
leyen biiylik salginlara da "pandemi” denilmektedir (Tekin, 2021). 1347 yilindaki Veba Salgini,
1817 yihindaki Kolera Salgini, 1914 yilinda yasanan Ispanyol Gribi, 1968 yilinda Hong Kong Gribi
ve yakin zamanda yasadigimiz Covid-19 tarihimizde pandemiye sebep olan salginlardir (Paril-
dar, 2020; Tekin, 2021). 2019 yilinda ilk olarak Cin'in Hubei eyaletinin Wuhan sehrinde gorii-
len Covid-19 salgini bir ka¢ ay sonra WHO (Diinya Saghk Orgiitii) tarafindan pandemi olarak
ilan edilmistir. Bu tiir salginlarin toplum icerisinde hizla yayilmasinda bir¢ok etmen rol oynar.
Bunlardan birincisi hastaliga neden olan mikroorganizmalarin zamanla farklilasip mutasyona
ugrayarak alinan tedbirleri zayiflatmasi ve daha biiyiik kitleleri etki altina almasidir. Bir diger
etmen ise hastalifa maruz kalan bireylerin kisisel fizyolojik yapilaridir. Bazi bireyler hastaliga
karsi direng gosterebilirken bazi bireyler ise bagisikliklarinin daha diisiik seviyede olmasindan
dolay1 hastalikla miicadelede zayif kalmakta ve hatta hastalifa yenik diismektedir. Bunlara ek
olarak dis etmenler de salginin yayilmasinda etkin bir faktordiir. Dis etmenleri mevsimsel et-
kiler, toplumlarin demografik yapilari, iilkelerin gelismislik diizeyleri, buna bagh olarak alinan
tedbirler olarak siralayabiliriz. Ayrica hastalikla zaman igerisinde miicadele edebilmek icin gelis-
tirilen ilag ve asilar, lilkelerin sahip oldugu olanaklar, insanlarin hastaliga karsi bilingli davranip
kurallara uymasi vb. etmenler ise hastaligin yayillmasini yavaslatan faktorler olarak karsimiza
cikmaktadir. Toplumlarda salginin neden oldugu psikolojik sonuglar da bireyleri olumsuz yon-

de etkilemektedir.

Bulasici hastaliklarin nedenlerinin arastirilmasi ile ilgili calismalar epidemiyoloji alaninda yapil-
maktadir. Epidemiyoloji, belirli toplumlarda saglikla ilgili durum ya da olaylarin, toplumda kisi,
yer ve zaman Ozelliklerine gore incelenmesi ve elde edilen bulgularin saglik sorunlarinin énlen-
mesi ve kontroliine uygulanmasidir. Bulasici hastaliklarin kontrolii ve yayilmasini analiz etmek
icin matematik modellemeleri 6dnemli ara¢ olmustur. Etrafimizdaki diinyay1 daha iyi bir seviye-

de anlayabilmek ve sonrasinda teknik sorunlara ¢6ziim bulabilmek i¢in, karsilasilan problemleri



matematiksel terimlerle temsil etmeye matematiksel modelleme denir. Ger¢egi matematiksel bir
dilile ifade etmeye yardim eden bu diisiince ve uygulama sekli, bugiin tiptan miihendislige, temel
bilimlerden sosyal bilimlere bircok alanda arastirmalarin vazgecilmez bir par¢asi durumunda-
dir. Matematiksel modelleme en genel anlamiyla matematik veya matematik disindaki bir olay,
olguyu, olaylar arasindaki iliskileri matematiksel olarak ifade etmeye ¢alisma, bu olaylar ve ol-
gular icerisinde matematiksel oriintiiler ortaya ¢ikarma siirecidir. Matematik modeller gercek
sistemi birebir temsil edemese de modelin uygulandig1 sistemi anlamamizi saglar. Salgin hasta-
liklarin matematiksel modellemesi bu siireclere ¢ok giizel bir 6rnektir. Tarihte karsimiza ¢ikan
ilk salgin hastaligin matematiksel modellemesi 18. ylizy1l ortalarinda Bernoulli tarafindan ya-
pilmistir (Bernoulli, 1766). Bu ilk calismayla bilim adamlari, matematiksel modellemenin salgin
hastaligin ortaya cikisi, seyri, semptomlari, etki alanlari, yayilma hizi, kontrol ve en son tedavi

yontemlerini daha net anlayip ortaya koyma hususundaki 6nemini kavramistir.

Bernoulli'nin tiim diinyay: etkisi altina alan ¢icek hastaligina karsi asilama uygulamasini savun-
mak icin olusturdugu matematiksel model sonucunda yasam belirtisinin 26 yildan 29 yila ¢ika-
bilecegi bilimsel olarak ortaya konmustur (Bernoulli,1766; Blower, 2004). 1906 yilinda Hamer
(Hamer, 1906) kizamik salginlarinin tekrarini incelemek iizere kesikli bir zaman modeli tasar-
lamis ve analiz etmistir. Model birim zamanda ortaya ¢ikan yeni vaka sayisinin, hastaliga duyarh
ve hastalik tasiyan bireylerin sayisina bagli oldugunu varsayan ilk model olmasi nedeni ile 6nem
tasimaktadir. Sitmada yeni vakalarin sayisi ve kontrolii ile ilgilenen Ross (Ross, 1911), 1911 y1-
linda diferansiyel esitlik modeli gelistirmistir. Salgin hastaliklarin matematiksel modellenme-
si, Kermack ve Mckendrick’in SIR modeliyle (Kermack, 1927) zirveye ulasmistir. Daha sonra SI,
SIS, SEIR, SIRD, SEIRD, SEIQR, SVIR, MSEIR, MSEIRS (Ahmad, 2021; Akpinar, 2012; Ala’raj, 2021;
Chatterjee, 2020; Cakan, 2021; Hethcote, 2000; Sahinbas, 2022) gibi daha bir ¢cok model, bilim
insanlari tarafindan ortaya konmustur (Isik, 2020). Bulasici hastaliklarla ilgili bu modellemeler-
de bireyler siniflara ayrilarak yapilmistir. Ornegin SEIR modelinde SEIR kelimesinin herbir harfi
sirasiyla susceptible(duyarli), exposed(maruz kalan), infected (enfekte olan), recovered(iyilesen

veya vefat eden) bireylerin siniflarini ifade eder.



1. BOLUM

GENEL BILGILER

1.1. Limit, Suireklilik, Tiirev
1.1.1. Limit

f(z) fonksiyonu xy komsulugunda (z(’ 1igeren veya icermeyen) bir a¢ik aralikta taniml olsun.
x degerleri zy’a yaklasirken f(x) degerlerinin yaklastigi L sayisina f(z) fonksiyonunun limiti

denir ve

lim f(z)=1L

T—T0

seklinde yazilir. Bu sart1 saglamak icin, her € > 0 sayisina karsilik gelen ve her x i¢in
O<|z—xzo|<d=|f(x)—L|<e

sartini saglayacak sekilde bir § > 0 sayis1 mevcut olmahidir.

1.1.2. Suireklilik

y = f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimh olsun. y = f(z), ¢ € (a, b) i¢ noktasinda

lim f(z) = f(c)

Tr—cC

sartini saglarsa bu i¢ noktada siireklidir denir. Tanim araliginin ug noktalarinda ise sirasiyla

lim f(z) = f(a)

z—at

lim f(z) = f(b)

z—b~
esitliklerini saglamasi durumunda f fonksiyonu tanim araliginin u¢ noktalarinda stireklidir de-
nir. Eger bir fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda siirekli ise bu fonksiyona siirekli fonksiyon

denir.

1.1.3. Tirev
f fonksiyonunun zy noktasindaki tiirevi f’(z) ile gosterilir ve limitin var olmasi kosulu ile

f(z0) = lim f(zo+h) — f(zo)

h—0 h

olarak tanimlanir.



1.2. Ozdeger ve Ozvektér

A € R™" olmak lizere A, nxn tipinde bir kare matris, ¢ nx1 tipinde bir vektor ve A sabit bir say1
olmak tizere ;
AV =\v (D

esitligini 7 # 0 igin saglayan A, A’'nin 6zdegeri, 7 ise A 6zdegerine Kkarsilik gelen 6zvektordiir.
Buna gore I, nxn birim matris olmak tizere

AT=X = A=), = A-A,, =0 = (A-A,)Uv=0

sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi i¢in det(A — AI,,) = 0 olmahdir.
det(A — AI,,) = 0 denklemine A’'nin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin koékleri A mat-
risinin 6zdegerleridir. Herbir A degeri icin (A — \I,,)¥ = 0 denklemini saglayan sifirdan farkl ¢

vektorleri ise A'nin 6zvektorleridir.

Ornek:
2 0 -1
A=1(0 2 =2
1 -1 2

matrisinin 6zdegerlerini ve her bir 6zdegere karsilik gelen 6zvektoriinii bulalim.

Coziim: A matrisinin karakteristik denklemi;

2—-A 0 —1
det(A—MX3)=| 0 2—-X —-2|=0
-1 2=
olur. Determinant hesaplanip diizenlenirse karakteristik denklem (A — 1)(A — 2)(A —3) = 0
bulunur. Bu denklemin kokleri Ay = 1, Ao = 2 ve A3 = 3 olup A’'nin 6z degerlerini verecektir.

A1 = 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori bulmak icin (1) denkleminde A = 1 yazilip elde edi-

1
len sistem ¢oziildiigiinde ¢ € R olmak lizere; v = ¢ |2| bulunur. Buradat = 1 alimirsa A\; = 1
1
1
0zdegerine karsilik gelen 6zvektor v7 = [ 2| elde edilir. Benzer sekilde Ay = 2 ve A3 = 3 dzde-
1
1 1
gerlerine karsilik gelen d6zvektorler sirasiylavy = |1| vev3 = | 2 | olacaktir.
0 -1



1.3. Kismi Tiirev Ve Zincir Kural

(x0,yo) noktasinda iki degiskenli f(x, y) fonksiyonunun z ve y degiskenlerine gore kismi tiirev-

leri, limitlerin mevcut olmasi kosulu sirasiyla;

of f(xo+h,90) — f(zo — vo)

%’(l‘myo): }lblg(l) h

ve
%| i £ @0,90 + 1) — f(z0 — wo)
oy (@0,%0) ™ 1,50 h

esitlikleri ile tanimlidir.

w = f(z,y) tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere, eger x = x(t) ve y = y(t), t'nin tiirevle-
nebilir fonksiyonlari iseler, w = f(z(t), y(t)) bileskesi de ¢'nin tiirevlenebilir bir fonksiyonudur

ve
dw

prrL (), y(6) () + fy (=(t), y(1))y'(t)

= (50 () + G, (@)

veya

esitlikleri ile verilir.

1.4. Taylor Serileri Ve Kesme Hatasi

a € R olmak tizere eger f(z) veilk (n + 1) tiirevi [a, ] araligini iceren bir aralikta siirekli iseler

© r(n)(g
sy =3 8 oy
n=0

£(0) ) gz 4 1@

f@) = fla) + f'(@)(z - a) + L@ —af 4 @

sonsuz serisine f(z) in x = a noktas civarinda Taylor Serisi ad1 verilir. «'nin yakininda her-
hangi bir noktada f(x) degerini hesaplamak istersek bu sonsuz seriyi belli bir terimde kesip,
kestigimiz noktadan sonraki terimleri ihmal etmemiz gerekir. Iste bu atilan terimler, yaptigimiz
hesaplamanin hatasi olarak kabul edilir. Yani bu seri (z—a)" li terime kadar (bu terim dahil) alin-
mis ise bu terimden sonraki terimlerin toplami kesme hatasi olcaktir. Bu durumda yukaridaki
sonsuz seri yerine n. dereceden Taylor polinomu olarak adlandirilan ve

f// a f/// a
2<!)(x—a)2+ 3(' )

f™(a)

n!

f(@) = f(a) + f'(a)(z —a) + (@ —a)’+-- + (z —a)" + Ry

ifadesindekiilk (n+1) e karsilik gelen sonlu toplam alinir. Burada R,, ifadesi kesme hatasi olarak

adlandirilir ve

_ ()

Rn(x) - (n+ 1)‘ ($ _a)n—&—l’ 5 € [CL,Q?]



biciminde ifade edilir. Herhangi bir = noktasinda R, (z), ¢ bilinmediginden tam belirlenmesi

zor bir ifadedir. Ancak;
x—a |t n
Ra(o)] < max | 19|

Ry, i¢in bir Ust sinir belirler.

Burada birbirine yakin iki nokta olan a ve z; a = z;, x* = ;41 olarak alinip Taylor serisini

yeniden yazilirsa;

f@iv1) = fi) + (i) (@1 — 2) + fl/;fi) (zis1 —2)>+ -+ Ry
olup;
" m(xiﬂ — )", € € [ws,wip]
elde edilir. Ayrica z; 1 — x; = h tanimlanirsa;
f(@iv1) = fzi) + f(x)h + f”gci)hQ 44 f/(nn)l(wi)h” +R,
olup;
Ry, = whnﬂ, € € [z, Tit]

(n+ 1)

formunda da yazilabilir.

Eger (2) Taylor serisinde a = 0 alinirsa bu durumda seri;

n

> £(n)
fay =3 0y
n=0

formunda olup MacLaurin Serisi adin1 alir.

Ornek: Taylor serisi agilimini kullanarak cos (g) degerini cos (%) degeri yardimiyla Taylor se-

risinde sirastyla bir, iki, li¢ ve dort terim alarak hesaplayiniz?

goziim: f(z) = cos(x), @i = (7). v = (35), h=(3)~(3) = (13)
f!(x) = —sin(z), f"(z)=—cos(z), f"(x)=sin(x),

(n)(m
e COS (E) zzf (4)h” = cos (%) = \f ~ 0,7071068

3 n!
n=0
2 )z T
. cos (%) ~3 f n!(4)h” — cos (%) — sin (%)% = COS;*)(;)Q ~ 0,4977544



T 3. fln)(m T m.m cos(§) « sin (%) , 7 :
e COS (g) ~ Zf n!(4)h” = cos (Z) —sin(+)— — O()Q—I— ( )(—)5 ~

0,4998691

degerleri elde edilir. Dikkat edilirse n biiyiidiikce cos (g) = 0.5 gercek degerine yaklasilir.
Bununla birlikte birden fazla bagimsiz degisken iceren fonksiyonlarda kismi tiirevlerin var ol-
mas1 kosulu ile Taylor serisine agilabilir. Ornegin a,b € R olmak iizere f(x,y) iki degiskenli

fonksiyonunun (a, b) noktasi civarinda Taylor seri agilimi;

fley) = Fab)+ falab)( = a) + fy(a )y = b) + o [Funl D) — )

+ 2fay(a,b)(x — a)(y —b) + fyy(a,b)(y — b)z} R (3)

formunda yazilir.

1.5. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Céziimleri

Diferansiyel denklem; y = f(x), belirli bir aralikta tiirevleri var olan bir fonksiyon olmak iize-
re y nin tanimli olan tiirevlerinden bir ya da birden fazlasini iceren denklemdir. Bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimiini bulmak ise bu denklemi verilen aralikta saglayan y = f(z) fonksiyonun

tespit edilmesidir.

1.5.1. Baslangi¢ deger problemleri

y' = f(z,y) diferansiyel denklemi, x € [x¢, b] olmak iizere y(z() = yo baslangi¢ kosulu ile bir-
likte baslangi¢ deger problemi olarak tanimlanir.

Mertebesi m olan herhangi bir diferansiyel denklem m tane birinci mertebeden diferansiyel
denklem iceren sisteme doniistiriilebilir. Bunun i¢cin m. mertebeden bir diferansiyel denklemi

baslangi¢ kosullariyla beraber ;

y " = f@y vy y™) @ € a0, b)
y(p)(ajo):yoJ)7 p:0’172,...,m—1

(m—1)

formunda yazalim. Buraday = vy, = va, ...,y = v, degiskenleri tanimlanirsa yukari-

daki m. mertebeden baslangi¢ deger problemi;



vy = vy v1(T0) = Yo,0

vh = v3 v2(20) = Yo,1
U;n—1 = Um Umfl(l‘O) = Yo,m—2
v, = fz,v1,02, ..., 0m) Um(Z0) = Yo,m—1

m tane birinci mertebeden baslangi¢c deger probleminden olusan bir sisteme doniisiir. Bu siste-

mi vektor formunda yazacak olursak;

VI =F(z,V), V(zo) =7 4)
elde edilir. Burada;
V= [v1,v9,... ,vm]T
F = [V, V3, ..., f(z,v1,09,... ,vm)]T
7= (40,0 Y0,1, 0,2+ - - - » Yo,m—1]"

olarak tanimlanir. Dolayisiyla herhangi bir m. mertebeden baslangi¢c deger probleminin ¢6zii-
mii birinci mertebeden bir baslangi¢ deger probleminin ¢6ztimiine indirgenmis olur. Bu neden-
le tezde ele aldigimiz modellerin sayisal ¢ozlimleri i¢in birinci mertebeden bir baslangic deger
probleminin sayisal ¢6ziimiinii incelememiz yeterlidir. Sayisal ¢6ziime gecmeden 6nce bu prob-

lemin ¢oziimiiniin varligini ve tekligini ifade eden teoremi verelim.

Teorem:
y/ = f(SC, y)v y(l‘o) =Y (5)

baslangi¢ deger problemi verilsin. Kabul edelim ki f(x, y) asagidaki sartlari saglasin,

e f(z,y) reel degerli bir fonksiyon,
o f(z,y),x € [x0,b],b € R,y € (—00, 00) bolgesinde ve stirekli
s . daf o e
o Herhangi bir = € [z, b] icin f ve T sinirli olmasi ve herhangi iki y; ve 2 i¢in 6yle bir L
Y

sayis1 vardir ki;

|f(:c,y1) - f(CC,yQ)’§ L|y1 - y?‘



saglanir. Burada L ye Lipschitz sabiti denir.
Bu durumda herhangi bir yy baslangi¢ degeri igin (5) baslangi¢ deger problemi z € [z, b] olmak

lizere y(x) tek ¢oziimiine sahiptir.

Tezde inceledigimiz baslangi¢ deger problemleri i¢in varlik ve teklik teoreminin saglandigini ve
f(z,y) fonksiyonunun z ve y degiskenlerine gore gereken mertebeden kismi tiirevlerinin var

oldugunu kabul edecegiz.

Simdi ¢6zlimiin varlik ve tekligini verdigimize gore (5) baslangi¢c deger probleminin sayisal ¢o-

zimiiniin nasil elde edilecegini inceleyelim.

1.5.2. Taylor serisi yontemi

vy = f(x,y), y(zo) = yo baslangi¢c deger probleminin sayisal ¢oziimii i¢in y(z) ¢6ziim fonksiyo-

nunun xg noktasi civarinda Taylor serisi agilimini kullanacagiz. Yani;

© (1) (g
say = S L) oy
n=0

y// (xo)

y”/(lﬁ[))
o (@

3!
sonsuz serisinde istenildigi kadar terim alinarak y(z) in yaklasik ¢oziimii elde edilir. Simdi = —

y(x) = y(xo) + o' (x0)(z — x0) + 0)® + (z—w0)® + - (6)

xo = h dersekve vy = f(z,y) yi kullanirsak;

h?2 h3
y(xo + h) = y(xo) + hy'(zo) + jy"(ﬂfo) + yym(fﬂo) +- (7)

elde edilir. Burada ~ adim aralig1 olup soruda verilir ya da istenen degere gore belirlenir. y(xg)
ve 3/ (zo) baslangi¢ deger probleminde verilmekte olup y”(xg), y"(xo), ... degerleriise y' =

f(z,y) denkleminin x e gore tiirevleri alinip x = 9, y = yo yazilarak bulunur. Yani;
y' = f(2,y) — ' (x0) = f(w0, 40)

y' = f'(z,y) — " (w0) = [ (z0,y0)

y" = f"(x,y) — y" (w0) = f" (0, v0)

degerleri (7) de yerine yazilarak h a bagh ¢6ziim elde edilir. Burada istenildigi kadar terim alina-
bilir. Ancak ¢ok sayida terim almak, sayisal ¢6ziim adim adim ilerleyecegi i¢in islem kalabaligina
yol agar. Ayrica kii¢tik i degeri ile islem yapmak dogrulugu artiran bir unsurdur. Bununla birlikte
sonsuz terime sahip olan (7) ifadesini belirli bir terimde kesmek hata terimine yol agacaktir. Bu

terim Taylor serisi aciliminda belirtilen hata terimidir. Yani en son n. tlirevi iceren terim alindi-
y(E)
(n+ 1!

ginda hata terimi & € (x, zo + h) olmak tizere h"*! formunda olacaktir.



Ornek: 4/ = —2z — gy, y(0) = —1 baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinii Taylor serisinde

bes terim olarak bulunuz. Bu ¢6ziimde 4 = 0, 1 kullanarak y(0, 1) degerini hesaplayiniz?

Cozim: f(z,y) = —2x —y, xg = 0, yo = —1 i¢in (7) Un ilk bes terimini alip verilen deger-
leri yerine yazarsak; ¢ € (0, h) olmak tlizere
2 3 4 %

h h h*
+ 5" (0) + 5rw"(0) + ™ (0) + 1554 (©)

y(zo + h) = y(h) = y(0) + hy'(0) 120

formunda olacaktir. O halde ¢/(0), 3”(0), %™ (0), y™)(0) degerlerini bulalim.

y' = flz,y) = =22 —y,y(0) =1
y'(0) = f(zo,y0) = f(0,-1) = =2x0—(-1) =1
y'(@)=f(x,y)=-2-y
y"(0) = f'(z0,90) = f'(0,~1)
y'(0)=-2-9y(0)=-2-1=-3
y"(z) =
y"(0) = < )=3
y(”) (z) =
)(0) = ’”( )= -3
Buldugumuz bu degerleri y(h) da yerine koyarsak; o = 0 dan h uzakliktaki bir nokta-
da ¢ozlm;
y(h) ~ —1+h — ghQ + %h3 — éh‘*

elde edilir. y(0, 1) ¢6zimi bulmak i¢in ~ = 0, 1 alirsak;

3 1 1
y(0,1) = —1+0,1 - (0, 12+ 50, 1)3 — 50 1)* ~ —0,91451

elde ederiz. Burada hata h a baghdir. & kii¢lik ise hata daha kii¢iik, dolayisiyla ¢6ziim daha dogru
olur. Ornegin ¢o6ziimiin x = 1 deki y(1) degerini h = 1 alip hesaplamak hatanin biiyiimesine yol
acar. Bu nedenle y(1) i hesaplamak icin 6rnegin; h = 0, 5 alinip 6nce y(0, 5) bulunur, sonra ayni
islemler; v/ = f(z,y), y(0,5) = y; baslangi¢c deger problemine uygulanir. Bu ise Taylor serisin-
de ¢ok terim alinmasi durumunda islem fazlalig1 anlamina gelir. Bu nedenle Taylor serisinde az
terim alip kiigiik 4 artmasi yapmak islem kolaylig1 saglar. Iste Taylor serisinde iki terim alinirsa

Euler metodu elde edilir.

1.5.3. Euler metodu
Taylor serisi agiliminda yalnizca ilk iki terimi alirsak £ € (g, 29 + h), yani;

y(x) = y(xo) + v/ (x0)(x — xo) + HATA

10



h2
HATA = jy”(@

y(xo + h) = y(zo) + hf(xo,y0) (8)

elde edilir. Simdi ¢6ziimii adim adim yazacagimizi diistiniirsek; (8) ifadesi,

y(zo + h) = y(zo) + hf(xo,%0)
Y1 = Yo + hf(wo, o)
Yn+1 = Yn + hf(xnvyn)7 n= 07 172737 LR

formunda olan EULER METODU formiilasyonuna déniisiir. Burada herbir adimda hatalar gide-
rek artacagindan biiyiik h degerleri icin metod iyi sonuc vermez. h kiiciik se¢ildikce Euler meto-

du daha iyi sonug verir.

r—y

Ornek: y/ = — y(0) = 1 baslangi¢ deger problemini » = 1 alarak [0, 3] araliginda ¢ozelim.
Coziim: 29 =0, yo =1, f(z,y) = 2 y’ f(@n,yn) = g 2 =
x J—
Yni1 = yn+h< - y”), n=1,23".
e h=1licin
- Zo — Yo 0-1 1
n=_0ise y1 =y(1) =yo + 5 +— =3
. r1 — U1 1 0-— 5 3
n=1lise y2 =y(2) =y + 5 5T S
. To — Y2 3 2- 1 11
n ise y3 =y(3) =y2 + 5 1 + 5 <

0 halde sonug olarak ¢6zliimii 1 = 1, x2 = 2, 23 = 3 noktalarinda hesaplamis olduk.

e h=1
2
1 — 1,0-1 3

1 561—2/1) 3
4

_ 1,0,5—32
n=tise yo=y(1) =y + +—( ):0,6875

( 23 2V 2 068
n=2ise ys=y(1,5) =y + 5 ):0,6875+§++:0,7656
n = 3ise y4:y(2):y3+%<x32y)—0 7656+;+w:0,9412
n=4dise ys = y(2,5) :y4+%< > ):0,9412+%+L59412=1,2119
n=5ise yezy(3)=y5+%<x 295) 1,2119+%+w:1,533g

O halde;
h = 1igin y(3) = 1,375 (y(3) 3 adimda bulunur)

11



h =0,5i¢in y(3) =1,5339 (y(3) 6 adimda bulunur)

h =0,25i¢in y(3) = 1,6043 (y(3) 12 adimda bulunur)

h =0,125i¢in y(3) = 1,6374 (y(3) 24 adimda bulunur)

y(3) iin gergek degeri ise y(3) = 1,669390 dir. Yani h kiigiildiikge gercek degere yaklasilir. Ancak
bu da adim sayisini arttiracaktir. Dolayisiyla Euler metodundan daha iyi sonuglar verecek me-

totlara ihtiyag vardir. Heun’s Metodu, Runge-Kutta Metodlar1 bu tip metodlardir.

1.5.4. Yerel hata

x;—1 noktasindaki gercek deger y(z;_1) degerinin kullanildigi kabul edilerek, x; = ;1 + h nok-
tasindaki deger hesaplanirken olusan hataya (gergek ¢6ziim ile ilgili yaklasim arasindaki farka)
sayisal yontemin x; noktasindaki yerel hatasi ad1 verilir. Eyc,¢(2;, h) ile gosterilir ve y(z;) ger-
cek deger ve y; hesaplanan yaklasik deger olmak tizere; Eyeye (i, h) = y(x;) — y; ile ifade edilir.
Bu hata tek bir noktadaki hatay1 ifade eder.

Ornek: (Euler Metodunda Yerel Hata): 4/ = f(z,%), y(zo) = yo, a < xo < bbaslangi¢ deger

problemi Euler metodu ile ¢6ziildiigiinde yerel hatayi inceleyelim.

Coziim: Eyc,ei(x;, h) = y(x;) — [y(xi—1) + hf(xi—1,y;—1)] oldugundan y(z;), * = x;_1 nokta-

sinda Taylor serisine agilip son esitlikte yerine yazilirsa, £ € (z;_1, ;) olmak lizere;

h2
Eyerei(zi, h) = y(wi1) + hy'(zi-1) + Ey"(f) —y(zi—1) — hf(zi—1,yi-1)
h2
= 5" () = O(n?)

olur.

1.5.5. Kiimiilatif hata

x; noktasindaki kiimiilatif hata ise x; noktasindan baslayarak x; noktasina kadar yapilan hata-
larin toplami olarak tanimlanir. E(x;, h) ile gosterilir ve y(x;) nin sayisal metod ile hesaplanan

degeri Y; olmak tizere; E(x;, h) = Y; — y(z;) olur.

Ornek: (Euler Metodunda Kiimiilatif Hata): v/ = f(z,y), y(z0) = vo, a < z¢ < b baslangig

deger problemi Euler metodu ile ¢oziildiigiinde kiimiilatif hatay1 inceleyelim.

Coziim:Euler metodunda z; de olusan kiimiilatif hatay1 hesaplamak i¢in [z¢, z;] arahgin1 h =
Ti — 0

7

uzunluklu 7 adet alt araliga bolelim. Bu durumda, &; € (z;_1, z;) olmak tizere z; nokta-
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sindaki kiimulatif hata;

E(Q?Z‘, h) = Z Eyerel(ya Lj, h)
j=1

h? h2 h2
=y (&) + EZJ”(&) + ..+ gyﬁ(fi)

20
h i - "
= =)
j=1
h "
= 5(% —x0)y" (§) = (h)

olur. Burada stirekli fonksiyonlar i¢in (y” niin stirekli oldugunu kabul edilmek sartiyla) ara deger
1 (2

teoremini kullanarak y”(¢) = - Z " (&;) saglanacak bigimde en az bir ¢ € (zg, z;) noktasinin
i

j=1
var oldugunu kullandik.

Dolayisiyla Euler metodunda yerel hata (h?) mertebesinde iken kiimiilatif hata her adimda biri-

ken hatalar nedeniyle (k) mertebesine diiser.

1.5.6. Heun metodu

Euler metodunda ele edilen degerin diizeltilmesiyle olusur. Bu nedenle tahmin et- diizelt (predictor-
corrector) tipinde bir metoddur. iki adimdan olusur: Birinci adimda Euler metodu ile bir sonug
elde edilir (tahmin adimi), ikinci adimda ise istenildigi kadar diizeltme yapilir (diizeltme adim1).

y' = f(2,9), y(x0) = yo

baslangi¢ deger probleminin Heun metodu ile ¢éziimiiniin adimlari agsagidaki gibidir.

%(10-21 = yn + hf(z,y) — tahmin adimi (Euler) n =0, 1,2, ...

h - "
ygizl =yn + 5 [f(a:n, Yn) + f(:nnﬂ,ngﬁll)} — diizeltme adim1, k = 1,2, . ..
Burada diizeltme adimlarinin sayisini veren k iterasyonu ardisik diizeltme adimlar1 arasindaki

fark belli bir € > 0 degerinden kii¢iik kalana kadar veya belirli bir degere kadar devam ettirilir.

.. — 1
rnek: y = M, y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminde h = - alip y(0, 5) degerini herbir
Ornek: ¢/ 5 1

adimda iki diizeltme yapip Heun's metodu ile hesaplayiniz.

Coziim:

0 lrzn —y

(k) 11Zn —yn $n+1_yn+1(k71) .
yn+1—yn+§[ 5 + 5 ],k—1,2
n = 0igin

13



4\ 2 4\ 2
et 110 — 2y —y{¥ 1710—1 0,250,875
(1):y0+§[02y0 1291 ]:1+§{ =+ ; 2’ ]:0,8984
k=2 To — 21 — gV 1f0—1 0,25—0,8984
y(2)—y+8[02y0+ 12y1]:1+§[ 4+ : 2’ }20,8969

elde edilir. Burada y(0, 25) = y; ~ 0,89 alalhm. (y; = y§2) = 0, 8969 da alinabilir.)

n = 1i¢in
y§0)=y1+i(“gy1)—o 89 + 4<0252&):0,81
.k(il Lrzy—y1 | 22— yh 0,25—0,89 0,5—0,81
U5 =y1+§[ 2+ 2 }—089+8{ o ]%0,8306
-k(:)z lrzg—y | 22—y 0,25 0,89 0,5 —0,8306
Ys =y1+§[ 5 + 5 }—089+8[ 5 — + = 2’ }:0,8293

elde edilir. Bu ise (0, 5) degerini verir. O halde y(0, 5) ~ 0, 8293 olacaktir.

1.5.7. Runge kutta metotlar1

v = f(z,y), y(xo) = yo baslangig deger probleminin sayisal ¢6ziimlerini daha iyi dogrulukta
elde etmek icin Taylor serisinden fazla terim alinmasi mantigina dayanan metotlardir.
i—1
K; = hf(xn +Cih7yn +Zainj)7 1 = 0, 1= 1a2537"' sV
j=1

tanimlamasi yapilirsa
K1 = hf(zn, yn)
Ko = hf(xn + coh,yn + a1 K1)
K3 = hf(xn + c3h, yn + a31 K1 + a32K?)
= hf(zn + cah,yn + a1 K1 + as2 Ko + a3 K3)

olacaktir. Bu degerler yardimiyla belirlenen noktalarda yaklasik ¢oziimler

Ynt+1 = Yn + Z wiKz
i=1
yardimiyla elde edilir ki burada cg, ¢3, - -+, ¢y, agj, -+, ay(u—1) ve w; reel parametrelerdir.
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1.5.8. ikinci mertebeden runge kutta

Kl = hf<xn7yn)
Ky = hf(xn + c2h, yn + a21 K1)
Ynt+l = Yn + w1 K1 + wa Ko (9)

formunda olup dort tane cs, a1, w1 ve wo reel parametrelerini icerir. Bu parametrelerin belirle-
nebilmesi (9) ifadesinde iki degiskenli K fonksiyonu (z,,, y,) noktasi civarinda (3) Taylor seri-

sine agilir ve yerine yazilir. Ayrica K; ve Ko de f(zy,yn) = fy, Kisaltmasi kullanilirsa, yani;
Ky =hf,
Ko = hf(zn + coh,yn + asihfn)
1
= hifn + (c2hfe + a2ihfnfy) + 5(c§h2fm + 262a21h2fnfxy + a%thfgfyy) + -]

1
= hfn < hQ(CQf:r B a21fnfy) + §h3(cgfmc + 262a21fnfmy aF a%lfgfyy) + -

ifadeleri (9) da yerlerine yazilirsa

1
Ynt1 = yn+(w1+w2)hfn+h2(w202fx+w2a21fnfy)+§h3w2(C%fxx+202a21fnfxy+a%1f7%fyy)+' -
(10)
ifadesi elde edilir. Bununla birlikte y,+1 = y(zn+1) = y(x, + h) ifadesi z = z,, noktasinda

Taylor serisine agilirsa;

h2 B3
Ynr1 = Yl(wn) + hy' (@a) + 579" (@n) + 579" (@n) + -+ (11)

elde edilir. Burada baslangi¢c deger problemindeki iki degiskenli f(x, ) fonksiyonunun kismi ti-

revleri yardimiyla

y' = f(z,y)=f
y” = fo+ ffy
y/” = foz + foxy + fyyf2 + fy(fx + ffy)

tlrevleri (z,, y,) noktasinda yazilirsa (11) ifadesi

h? h3
y(a:n+1) = y(xn) +hfn+ g(fx +fnfy) + ?[fmx +2fnfxy+fyyfr%+fy(fx+fnfy)] +- (12)
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formuna getirilir. Simdi (10) ve (12) denklemlerinde h? lii terime kadar olan katsayilarinin egit-

lenmesi yardimiyla;

w] +wy =1
CoWg =

(13)

a21W2 =

N — DN -

denklemleri elde edilir. Burada A? lii terim hata analizi i¢in gereklidir.

Doért bilinmeyen ve li¢ denklemden olusan (13) sisteminin ¢dziim kiimesi sonsuz elemanli ola-
caktir. Bu ¢oziimleri elde etmek i¢in bilinmeyenlerden birine sifirdan farkl keyfi deger vererek
diger bilinmeyenler hesaplanabilir. Bunun i¢in ¢o parametresi keyfi alinip diger bilinmeyenler

¢ cinsinden yazilirsa ;

a1 = C2
1
wy = —
2 202
1
w1 = 1 — —
262

i 2 2 1 3
elde edilir. Ornegin co = 3 alinirsa ,as; = 3 wy] = 1 ve wy = 1 bulunur. Bu parametrelerle

yazilan ikinci mertebe Runge Kutta metodu;

Kl = hf(xnayn)

2 2
Ky = hf(z, + §h7yn + gKl)

1
Yntl = Yn + Z(Kl + 3K2)

formunda olur. Bu metot Optimal RK2 metodu olarak adlandirilir.

Taylor serilerinde daha fazla terimler alinmak suretiyle yiiksek mertebeden(iigiincii ve dordiin-
cl) Runge Kutta Metodlari elde edilebilir. Bunun i¢cin Runge Kutta Metodlarinin genel formiili
liclincii mertebeden Runge Kutta Metodu i¢in K;, K5 ve K3 terimleri kullanilarak, doérdiincii
mertebeden Runge Kutta Metodu ise K7, Ko, K3 ve K, terimleri kullanilarak asagidaki formlar-

da yazilabilir.

1.5.9. Ugiincii dereceden runge kutta

K1 =hf(zn, yn)
Ky = hf(xy + c2h, yn + a21 K1)
K3 = hf(xn + c3h, yn + a31 K1 + az2K?)
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Ynt+1 = Yn + w1 K1 +wa Ko + w3 K3

1.5.10. Dérdiincii mertebeden runge kutta

Ky = hf(zn,yn)

Ko = hf(xn + cah, yn + a21 K1)

K3 = hf(zyn + csh,yn + az1 K1 + az2 K>)

Ky = hf(zn + cah, yn + as1 K1 + ag2 + Kz + as3K3)

Ynt+1 = Yn + W1 K1 + wa Ko + w3 K3 + waKy

Buradaki parametreler ikinci mertebeden Runge Kutta metodunun katsayilarinin elde edilme-

sinde kullanilan prosediir yardimiyla elde edilebilir.
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2. BOLUM

MODELLER

2.1. SIR Modeli

Bir salgin hastaligin yayillmasini matematiksel olarak ifade etmek icin McKendrick ve Kermack
1927 yilinda SIR adi verilen modeli olusturmuslardir (Kermack, 1927). Bu model, teknik bakim-
dan bir diferansiyel denklem sistemini icermekle beraber degisik zamanlarda farkl hastaliklar
icin kullanilmistir. Toplumun t¢ béliime ayirildigi bu modelde hastaligin ilerleyici dogasi nede-
niyle ¢ bagimsiz degisken olup bagimli degiskenleri S, I, R asagidaki gibi tanimlanir;

S (Susceptible): ¢ aninda hastalig1 kapmaya duyarl olan kisi sayisi

I (Infected): ¢ aninda enfekte olmus ve hastalig1 duyarl bireylere bulastirabilcek kisi sayisi

R (Recovered): Hastalig1 bagkalarina bulastiramayanlar, iyilesenler veya vefat eden kisi sayisi
o: Hastaligin bulasma orani, o > 0

B:Hastaligin iyilesme orani, § > 0

Modelin kurulmasinda;

« ve [ parametrelerinin hastalik boyunca sabit alindig1 ve her toplumun yapisina gore de

farklilik gosterebilecegi,

« Ice ve disa goclerin olmadigl, hastalik dis1 dogum ve 6liimlerin sayllmadigl, degismeyen

bir niifusun oldugu,

o lyi karismis, homojen bir toplum yani toplumdaki bireylerin birbirleriyle esit oranda kon-

tak halinde oldugu,

¢ Tam bagisiklik (kalic1 bagisiklik) kazanildig, hastaliga yakalanan bireyin iyilestikten sonra

bir daha ayni hastaliga yakalanmayacagi,

Enfekte bireyin hastaligi hemen bulastirdig, kulucka doneminin olmadigi,

varsayimlari kabul edilmistir. SIR modelinde herbir bagiml degiskeninin degisim oranlarini,

a.l.S B.1

semasli yardimiyla asagidaki diferansiyel denklem sistemiyle tanimlayabiliriz:

0 aI)S() (14)



dl

— = al(t)S(t) - BI(1) (15)
dR
o = BI() (16)

. dS
Sol taraftaki T ve 7
la dlgtilerek belirlenebilecek artis veya azalma hizlarini verir. Tiirevli bu ifadeler pozitif olursa

terimleri, S, I ve R sayilarinin olabildigince sik zaman araliklariy-

artis, negatif olursa azalis ifade eder. Sag tarafta «, 8 katsayilar pozitif sayilar oldugundan (-)

isaretli terimler azalmaya, (+) isaretli terimler artisa katki yapar.

Enfekte kisilerin sayisinin zamanla artma hizi, enfekte olmus bireylerin hastaligi kapmaya du-
yarli bireylerle yakinlasmasina baglidir. Bu durum duyarl bireylerin sayisi (S) ile enfekte bireyle-
rin (I) sayisinin ¢arpimi ile orantilidir. Tersi olan durumlarda duyarli birey (S) sayisinin zamanla

azalma hizi ,enfekte olmalariyla orantilidir.

Denklem (14), duyarli bireylerin sayisinin hastaligin biliyiime hizi ile orantili olarak azaldigini
gosterir. Boylelikle S(¢) fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. (15) numarali denkleme gore hasta
sayisinin degisim hizinda iki etken vardir. Bunlardan birincisi duyarl bireylerin hasta bireylerle
etkilesime girip hasta bireylerin sayisini artirmasi, digeri ise hastaliktan iyileserek ya da vefat
ederek hasta bireylerin sayisinin azalmasidir. Birinci etmendeki duyarh bireylerin hasta olma-
sindan kaynaklanan artis hem S hem de I’ya baglidir. Bunu dengeleyen ikinci etmen ise hasta-
liktan kurtulan ve baska insanlari hasta edemeyecek bireylerin etkisi olarak yorumlanabilir. Bu

azalis ise yine I'ya baghdir.

Son olarak iyilesen bireylerin degisim hizini ifade eden (16) tiirevi, enfekte bireylerin sayisiyla

orantili olup, 5 > 0 olmasindan dolay1 R(¢) 'nin artan fonksiyon oldugunu belirtir.

2.1.1. SIR modelin analitik ¢6ziimii

SIR modelindeki denklemlerin ¢ézliimiinde sayisal yontemler kullanilabildigi gibi analitik bir ¢o-
zim de elde etmek miimkindir (Harko, 2014). Buna goére SIR modelinde (14) denkleminde

'y1 yanliz birakip bir kere daha I'nin t ye gore tiirevi alindiginda

I= —;g (17)
r= ()] (19)

denklemleri elde edilir. Bu elde ettigimiz son iki denklem (15) de yerine yazilip gerekli diizenle-

meler yapildiginda,
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s S\ 2 , S’
g_(g) —as' 5 =0 (19)

denklemine ulasilir. Ardindan (16)’te [ yerine (17) denklemindeki ifadesi yazildiginda

,__BY
R = ~ 5 (20)

elde edilir. Burada her iki tarafinin ¢ ye gore integrali alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

S:Soexp<—%R)

elde edilir. Sirasiyla bu son esitligin ve (20) denkleminin ¢ ye gore tiirevleri alinirsa

S = —S;fR/ exp ( - %R) (21)
ve ) 5 S// S/ )
R=—cl5-(5)] (22)

esitliklerine ulasilir. (20),(21) ve (22), (19) denkleminde kullanilirsa

Qo a’ / a ! —
_ER —s—?RSoexp(—ER) - BR =0 (23)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi bulunur. Bu formiilasyonda

o
u(t) =: exp < - ER(t)) (24)
bagiml degisken déniisiimii yardimiyla
R = _éﬂl
au

tlirevleri ve tanimlanan yeni bagimh degisken u(t), (23) denkleminde yerlerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapildiginda,

(u)?

u

u”(t) — = ( - B+ aSou) u

diferansiyel denklemine ulasilir. Bu diferansiyel denklem, uygulayacagimiz

¢ = (25)




L0

7 =5 ()’ esitligi yardimiyla
u

dontlisimii ve

§ + 9= (8- asSyu)s?

bagimli degiskeni ¢, bagimsiz degiskeni u olan Bernoulli denklemine doniistir. Bu denklemin
¢6ziimil icin v = ¢~! déniisiimii uygulanir. Bu déniisiimden v/ = —¢~2¢’ yardimiyla gerekli
diizenlemeler yapilirsa

—v'¢? + %qﬁ = (B — Spau)¢?

1
denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki yani 5 ile carpilirsa

9+ = ( — Spau)s!

1
denklemine ulasilir ve bu denklemde ¢ = — yazildiginda ve denklemin her iki yan1 —wv ile ¢ar-
v
pildiginda
1
v — =v=—(8~- Spau)
u

lineer denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem integral carpani bulunup, asagidaki adimlar

izlenerek ¢oziildiigliinde C integral sabiti olmak lizere

(u ') = —u" (B — Spau)

/(ulv)’ = /—ul(ﬁ — Soou)

v v =—BInu+ Spau+ C
v=u(—Flnu+ Spau + C)

¢oziimiine ulasilir. Buradan Bernoulli denkleminin ¢éziimiinde kullanilan v = ¢~! déniisiimi

ve (25) yardimiyla sirasiyla
1

(C — Blnu+ Spau)

QS:
u

ve

_ (" dg
ol _/Uo 5(0—,81n§+50a5)

¢oziimleri bulunur. Burada ¢, integral sabiti olup sifir alinabilir. Buna gore u, (24) ile tanimlanan

bir parametre olmak tlizere (14)-(16) SIR denklem sisteminin analitik ¢6ziimleri

S:Sou

I:élnu—Sou—g
e e
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R=—=Inu

parametrik formlarinda elde edilir.

2.2. SI Modeli

Toplumun duyarh bireyler ve enfekte olmus bireyler olarak ikiye ayrildig1 matematiksel model-
dir (Ahmad, 2021). Duyarh birey, enfekte olmus bireyle temas ettiginde enfekte olur. Enfekte
olan birey de hep enfekte kalir. Bu modelde de toplumdaki dogum ve 61iim oranlari dikkate alin-
madigi, kapali bir toplum olarak kabul edilir. Tedavisi miimkiin olmayan hastaliklar icin kullani-

lir. AIDS buna bir drnektir. Modelin sema ile gosterimi ve modeli ifade eden diferansiyel denklem

sistemi
S a.l.S I
ds
= —al(t)S(t
— = —al()S(t)
dl
=al
= al()S(1)
formundadir.

2.3. SIS Modeli

Tam bagisikligin kazanilmadigl hastaliklar1 modellemede kullanilir. Enfekte birey hastaliktan
kurtulduktan sonra kalic1 bagisiklik kazanmadigi i¢in bu hastaliga karsi tekrar duyarh hale gel-
mesidir (Cakan, 2021). SIS modelinde de SI modelinde oldugu gibi toplumda dogum ve 6liim
oranlari dikkate alinmamistir (Ahmad, 2021). SIR modelinden farkl olarak SIS modelinde iyi-
lesme, iyilesen bireylerin iyilesme siiresi ¢cok kisa stireli oldugundan tam bir iyilesme olarak ka-
bul edilmez. Bakteriyel hastaliklar bunlara 6rnektir. Modelin sema ile gosterimi ve modeli ifade

eden diferansiyel denklem sistemi

S a.l.S I B.I.S S
% — —al(t)S(t) + BI

dI

U IS - 8100

formundadir.
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2.4. SEIR Model

SIR modelindeki enfekte bireylerin hastaligi hemen bulastirmasi varsayimi, her durumda geger-
li degildir. COVID-19 gibi baz1 hastaliklar, viicuda girdigi an hastalik belirtilerinin ortaya ¢ikmasi
ve hastaligin baskalarina bulasmasi i¢in belirli bir inkiibasyan periyodu (kulugka stiresi) gerek-
lidir. O halde SIR modeline S ve I arasina yani duyarl bireyin hastalik bulastiktan sonra, hastalik
belirtilerinin baslamasi ve mikrobun baska bireye bulasabilcek diizeye gelmesi icin gecen siire-
yi ifade eden E ekleyerek yeni SEIR modeli olugturulur (Sahinbas, 2022). SEIR modelinde SIR
modelindeki tanimlara ek olarak modelimize bazi yeni tanimlar eklenir

FE (Exposed) : t aninda enfekte olmus ama heniiz bulasici olmayan kisi sayisi,

0: Kulucka orani § > 0 olmak iizere modeli;

a.l.S 0.FE

S E 1 R

semasi ile gosterebiliriz. Buna gore SEIR modeli ifade eden diferansiyel denklem sistemi

% — _aI(t)S(t)

%f — aI(£)S(t) — 6E(t)
W 5w~ p10)
L0

formundadir. SEIR modelinde kulugka donemi hastaligin bulasma siiresini geciktirdiginden has-

taligin yayilma hizi SIR modeline goére daha yavastir.

2.5. SIRD Modeli

SIR modelinde enfekte olmus bireylerin hastalig1 iyileserek ya da vefat ederek artik bulastira-
mayanlarin olusturdugu R grubu, SIR modelinden farkl olarak SIRD modelinde vefat edenler
ve iyilesenler olarak ayri ayri ele alinir. Yani enfekte olmus hastalar iyileserek (R) ya da vefat

ederek (D) gruptan ayrilmis olurlar (Chatterjee, 2020).

Bu model;

R(t): lyilesen kisi sayis1

D(t): Hastaliktan vefat eden kisi sayis1
B: Hastaligin iyilesme orani

w: Hastalikta 61iim orani
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parametreleri yardimi ile

S a.l.S I B.I R
2
D

semasi kullanilarak

dsS

= — _al

— = —al(t)S(t)

dI

o = ol ()5(t) = BI(t) — ul(t)

dR

— =p1I

= BI()

dD

— =ul

o = M)

diferansiyel denklem sistemi ile temsil edilir.

2.6. SEIRD Modeli

SIR modeline kulucka déneminin (£) dahil oldugu, iyilesen (R) ve vefat edenlerin (D) ayr1 ayri
degerlendirildigi yeni modelimiz SEIRD modelidir (Ala’raj, 2021). Bu model de asagidaki dife-

ransiyel denklem sistemini icermektedir.

R R Iy

L
D

ds

i —al (t)S(t)

‘% = al(H)S(t) — SE(t)

% — 6B(t) — BI(t) — pI(t)

dR

E = Bl(t)

dD

E = MI(t)

Buraya kadar ifade edilen bu modeller en temel degiskenleri iceren modeller olarak diisiinii-
lebilir. Bununla birlikte bagisiklik, karantina, asi, mevsimsel etki, gog, vb... etmenlerin ilave de-
giskenler olarak alindig1 ve bu temel modellere eklendigi yeni modeller olusturulabilir (Menon,

2020). Tezin ilerleyen boliimlerinde asinin da icinde bulundugu bir model kullanilarak hastali-

gin azalmasinda asinin etkisi incelenecektir.
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3. BOLUM

MATEMATIKSEL MODELLERE ETKi EDEN FAKTORLER VE TEMEL
UREME SAYISI (R;)

Salgin hastaliklarin modellemesinde hastaligin cesidi ve seyrine gore birtakim faktorler devre-
ye girmektedir. Bu faktorler hastaligin yayiliminda artis ve azalislara sebebiyet vereceginden,
modelin icerisine katilmasi belirli parametreler yardimiyla saglanabilir. Kapanma stratejileri,
kapanmalardaki ihlaller, karantina ve test siiregleri, seyahat veya goc stratejileri, testlerin giive-
nilirligi, mutasyonlar, as1 ve tedavi cesitleri bu faktorlere 6rnek verilebilir. Simdi bu faktorleri

kisaca inceleyelim.

3.1. Kapanma Stratejileri

Kapanmalarin vakalar iizerindeki etkileri arastirilmistir (Menon, 2020). Bu arastirmada « para-
metresi kisiler arasi etkilesimi temsil etmektedir.Kapanma olmadan 6nce « i¢in belirlenen deger
Qmaz. 1Iken kapanmada insanlar arasi etkilesimin azalmasi, enfekte ve duyarh kisiler arasindaki
temasin azalmasi ile a degeri a5y, e diismektedir. Kapanma durumunda salginin zirve yapmasi
gecikir. Periyodik kapanmada ise hastaligin araliklarla duyarl kisilere bulastig1 goriilmiistir.
Kapanmada kabul edilen varsayimlar:

- Hedef bolgedekei tiim sistem ayni anda kapanir.

- Kapanma bitiminde en az 1 kisi bulasici olmaya devam eder.

- Kapanmada hig bir ihlal yapilmamistir.

- Kapanma siiresince seyahatler tamamen kisitlanmistir.

Devletler, hastaligin ilerleme hizina gore bu ilerlemeyi yavaslatmak amaciyla kapanmadan ya-
rarlanirlar. Bu kapanma evresi, kapanma sonrasinda yasanabilecek olas1 enfekte insan sayisin-
daki artisi sonucu olusabilecek krizin 6niine gecme noktasinda tibbi eksikliklerin giderilmesi ba-
kimindan bir firsat olarak goriilmektedir. Cesitli kapanma yontemleri bulunmaktadir. Bunlardan
biri belirli stireli kapanma digeri ise sonlanacagi tarihin belirtilmedigi stiresiz kapanmadir. Sii-
reli kapanma, sadece hastaligin zirve yapmasini geciktirirken siiresiz kapanmalar da hastaligin
tamamen ortadan kalkmasini saglayabilmektedir. Ancak stiresiz kapanmanin ekonomik yonden

de bir ¢okiise sebebiyet verme olasilig1 bu yéntemin uygulanabilirligini miimkiin kilmamaktadir.

3.1.1 Periyodik kapanma

Periyodik kapanma modelinde belirli sayidaki giin kapanmanin ardindan yine belirli sayida giin
acilma uygulanir. Bu siire¢ periyodik olarak devam ettirilir. Bu modelle ekonominin tamamen
durmasinin 6niine gegmek amacglanmaktadir. Uzun siire uygulandiginda ise hastaligi tamamen

ortadan kaldirabilecegi varsayillmaktadir. Ancak uzun siireli bir uygulama ekonomik yénden pra-

25



tik ve miimkiin degildir. Periyodik kapanma uygulamasinda meydana gelebilecek bir diizensizlik,
salginin ikinci dalga olarak ortaya ¢ikmasina sebep olmaktadir. Bu sebeple bu modelin tek ba-
sina ise yaramayacagi 6ngoriilmektedir. Diger bir kapanma modeli de vaka sayisi belli bir esigi
astiginda uygulanan modeldir. Bu model, vaka sayisinda biiytik artislar olmadan uygulandigi i¢in
yeterli saglik hizmeti sunulmasi noktasinda biiyiik bir avantaj saglar. Yukaridaki varsayimlar bu

model i¢in de gecerlidir.

3.2. Kapanmadaki ihlal

Sokaga c¢ikma yasaklari, salginin zirve yapmasini geciktirerek devletlerin salginda kullanilacak
tesisleri kurmasi icin gerekli zamani kazanmalarini saglar. Bireylerin bir kisminin bu yasaklari
ihlal etme olasilig1 g6z 6niinde bulundurumalidir. Bu ihlallerin de hesaba katilmasi i¢cin kapanma
aninda, belirlenen « bulasma katsayisinin degisen periyodik bir fonksiyon olarak ele alinmasi
diistintilmiistiir. (Menon, 2020) ¢alismasinda

: 27t
Oé(t) = Qmin. + (Oémax. - Oémin.) sin” (?)
v

formunda zamana bagh degisen dinamik bir bulasma parametresi alinmistir. Burada v pozitif
¢cift tamsay1 olup, ihlalin 6lcegini belirler. Yogun ihlaller v nin biiylimesi ile ifade edilir. 7, ise
dongi periyodunun zaman 6l¢egi olarak tanimlanmistir. Dolayisiyla daha yogun bir ihlal varken
(v yliksek iken), vaka sayisinin zirve durumu daha kisa siirede gerceklesir. v — oo ise ihlalin ol-
madig, yani kapanma olmayan duruma karsilik gelir. Kapanmalardaki ihlallerin azalmasi icinde
periyodik kapanma daha elverislidir. Clinkii periyodik kapanma belirli bir kapanmadan sonra

acilacag bilindiginden ihlal daha aza inecektir.

Uzun siireli kapanmalar, ekonomide biiylik buhranlara sebebiyet verip beraberinde issizlik, if-
las ve yoksullugu artiracagindan uygulanmadan 6nce sonuclarinin géz 6niine alinmasi gereken
kapanmalardir. Bu sebeplerden dolay1 uygulanacak kapanma modeli, salgini kontrol altinda tut-

may1 hedeflerken ekonomiyi de g6z ardi etmeyen bir model olmalidir.

3.3. Karantina Ve Test Stratejileri

Karantinaya alinan ve tedavi goren kisiler sadece semptomatik bireylerdir. Ancak enfekte oldu-
gu halde semptomlar1 gostermeyen asemptomatik bireyler bilinmemektedir. Buda enfeksiyonun
biiyiik bir kisminin karantinaya alinmayan asemtomatik bireyler tarafindan yayilmasi anlamina
gelir. O halde bu sorunu ¢6zebilmek icin asemptomatik bireyleri tespit edip karantinaya almak
gerekir. Bu slirecte asemptomatik bireylerin, test yapma yogunlugu artirilarak tespit edilmesi
saglanabilir. Bir bagka yontem ise bu bireylerin temash olup olmadiklarinin tespit edilip, eger
temasli iseler test sonucu veya test olmadan kendilerini karantinaya almalaridir. Hem sempto-
matik bireylerin tedavisinde hemde asemptomatiklerin teshis ve tedavisinde yapilan calisma

maddi olarak devletleri zorlayabilir. Hiikiimetin 6nceligi semptomatik bireyler i¢in yeterli tibbi
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alt yapiy1 saglamasi ve sonrasinda asemptomatiklerin teshis ve tedavisinde ¢alisma yapmali-

dir.Bu strateji ne kadar erken uygulanirsa salgin okadar hizl atlatilir.

3.4. Sosyallesme Ve Hareketlilik

Sosyallesme ve hareketlilik; enfeksiyonu zaman igerisinde farkli bélgelere yaymasi nedeniyle
salgin hastaliklar etkileyen faktérler icerisinde bulunmaktadir. Ornegin Covid-19 gibi bulasi-
cilig1 yiiksek bir hastaligin ilk olarak Cin’in Wuhan kentinde gériilmesinin ardindan insanlarin
tilkeler arasindaki hareketliligi hastaligin neredeyse tiim diinyaya yayilmasina sebep olmustur.
Ancak ¢ogu matematiksel modelde hastaligin ortaya ¢iktig1 topluluklar kapal olarak kabul edil-
diginden salginlarin uluslararasi diizeyde yayilimi, yapilan calismalarda genellikle g6z ardi edil-
mistir. Bununla birlikte toplumun kendi igerisinde hareketliligi modellerde daha fazla etkiye
sahip olmaktadir. Dolayisiyla bahsedilen hareketlilik topluluklarin sosyallesmeleri ve kiiltiirel
yapilariyla da dogrudan alakalidir. Bu nedenle kullanilan matematiksel modellerde toplumda
meydana gelen hareketlilik S(duyarl birey) ,E (enfekte olmus ama heniiz bulasici olmayan) ve
I,s(asemptomatik) boliimlerdeki bireyleri etkilemis olup diger boéliimlerde hasta ve tedavi go-
ren bireylerin izole oldugu dusiiniilmiistiir (Menon, 2020). Toplumda goriilen bu mobilizasyon,
modellerde yer alan ve hastaligin bulasma orani olarak adlandirilan o parametresi tizerinde dog-
rudan bir etkiye sahiptir. Ornegin salginin ilk zamanlarinda vaka sayilarinin arttigi bélgelerde
yasayan bireyler panik etkisiyle daha giivenli bolgelere seyahat ettiklerinde hastaligin yayilimi-
n1 artirmaktadirlar. Seyahatlerde go¢ veren yerlerde zamanla daha az vaka goriilmekle beraber
goc alan yerlerde de vaka sayilarinda artislar olmaktadir. Daha sonra halkin bilin¢lenip hastaliga
karsi farkindaligin artmasi ve kisitlamalarla(kapanma, yasaklar, vb...) seyahatlerde de azalmalar

gozlemlenir.

3.5. Testlerin Giivenirligi

Covid-19 gibi hava yoluyla dahi bulasilabilen bir viriisiin dogru ve hizh tespit edilmesi, enfek-
siyonun yayilma hizini kontrol altina alma noktasinda oldukea etkilidir. Matematiksel model-
lerde viriisiin teshisinde kullanilan testlerin giivenilir oldugu kabul edilir. Baz1 modellerde ka-
rantinaya alinan ve tedavi gorenler, sadece test sonuglar1 pozitif olan bireylerdir. Bu bireylere
uygulanan testlerin yiizde yiiz giivenilir oldugu varsayilmistir. Ancak ingiltere Bristol Universi-
tesi’'ndeki arastirmacilar, yapilan testlerde yiizde 30’luk bir yanlishik oldugunu iddia etmektedir.
Sonuclara gore negatif ancak gercekte pozitif olan bireyler, karantinaya alinmadiklari icin enfek-

siyonu duyarl bireylere bulastirarak hastaligin yayilimini artirir.

3.6. Hastaligin Genetik Degisime Ugramasi (Mutasyonlar)

Bulasicilig1 yiiksek olan hastaliklarda salginin seyri uzadike¢a viriiste mutasyonlar goriilmekte-

dir. Covid-19 da zamanla Alfa, Beta, Gamma, Delta ve Omicron varyantlariyla devam etmistir.

27



Varyantlarla beraber viriisiin bulasicilig1 artmakta, hastalik semptomlar1 degismekte, hastaligin
etki ettigi yas grubu genislemekte, alinan tedbirlerin (Maske, mesafe, vb...) etkinligi azalmakta-
dir.

3.7. As), Tedavi Yontemleri Ve Toplumsal Bagisiklik

Bilmedigimiz hastaliklarda 6ncelik, hastaligin dogru tespit edilmesidir. Dogru tespit sonrasin-
da etkili tedavi yontemleri, daha sonrasinda da uygun asinin bulunmasiyla topluma bagisiklik
kazandirmak gelmektedir. Covid-19’da uygun tedavinin hemen bulunamamasi, hizla artan vaka
sayilarina kars1 hastanelerin yeterli gelmemesi hastaligin yayilim hizini artmasina sebep olmus-
tur. Ulkelerde bu hastaliga karsi aginin bulunmasi da zaman almis, toplumun asiyla bagisiklik

kazanmasi uzun sirmustur.

3.8. Temel Ureme Sayisi (R)

Bulasici bir hastalikta hasta olan bireyin mikrobu ikincil vakalara bulastirdigi ortalama insan
sayisina Ry denir. Ry'1n belirlenmesi i¢in gereken sartlar arasinda; toplumun tamaminin duyar-
11 olmasi, toplumun bu hastalikla ilk kez karsilasmasi, toplumun bu hastaliga karsi agilanmamis
olmasi, daha 6nce kimsenin hastaliga yakalanmamis olmasi, hastaligin yayilmasinin kontrol edi-

lememesi yer almaktadir (Turan, 2020; Tiirkiye Bilimler Akademisi, 2020).

Temel lireme sayisini etkileyen faktorler enfeksiyon araligi, bulasici olunan dénem, bireylerin
temas siklig1, hastaligi yayilim sekli, toplumsal ve cografik etmenler biciminde siralanabilir. Has-
taliklarin bulasicilik dénemleri farklilik gosterir. Bulasicilik donemi ne kadar uzarsa birey has-
taligin daha fazla ikincil vakalara bulasmasina sebep olacaktir. Bu durum R, degerini daha da
ylikseltecektir. Ornegin, 1918 yilinda diinya genelinde etkili olan Ispanyol gribi icin Ry degerinin
minimum 1.4, maksimum 2.8 degerleri arasinda oldugu tahmin edilmektedir (Tturkiye Bilimler
Akademisi, 2020). Yine ayn1 kaynakta 2009 yilinda etkili olan H1N1 viriist i¢in ise Ry degeri-
nin 1.4 ile 1.6 arasinda oldugu belirtilmistir. Hasta birey, bulas donemde enfekte olmayan veya
asilanmamis ne kadar cok Kkisiyle temas ederse hastalik o kadar daha hizl ilerler; ancak birey
kendini bulas donemde karantinaya alir ya da daha az bireyle temas ederse Ry degeri diisiik
olacaktir. Ry degeri yliksek olan hastaliklar, temas yoluyla degil; havadan yayilan hastaliklardir.
COVID-19, bu hastaliklarin basinda yer alirken HIV ve Ebola gibi hastaliklar sadece viicut sivi-
lariyla bulasabilen hastalik oldugu i¢in bulasma hiz1 daha diigtiktiir. Bunun yani sira toplumun
demografik yapisi ve yasadig1 bolge de hastaligin yayiliminda etmen oldugundan dolay1 temel

lireme sayis1 lizerinde etkiye sahiptir.

Bulasici hastaliklarda Ry degerinin anlam;

1. Ry < 1 ise enfeksiyonlu birey mikrobu birden az kisiye bulastirir ki bu da hastaligin azalip

bitecegi anlamina gelir.
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2. Ry = 1ise enfeksiyonlu birey mikrobu bir kisiye bulastirir ki bu durum da hastalik stabil kalir

ve herhangi bir salgina sebep olmaz.

3. Ry > 1 ise enfeksiyonlu birey mikrobu birden fazla bireye bulastirdig i¢cin hastaligin hizla

yaylilip salgina donlismesine sebep olur.

Temel tireme sayis1 Ry 1n hesaplanmasinda farkli yaklasimlar kullanilabilmektedir. Bu yaklasim-

lardan bazilarini inceleyelim.

3.8.1. Ry = exp(r7T,) formiiliine gore R, hesaplama
Bu formiil i¢in kullanilan bazi1 kavramlar vardir. Bunlar:

Ry (Temel Ureme Sayis1): Bulasici bir hastalikta hasta olan bireyin mikrobu ikincil vakalara bu-

lastirdig1 ortalama insan sayisidir.

Ureme Arahigi(7T,): Bireyin enfekte oldugu zaman ile bu bireyin enfekte ettigi ikincil vakanin en-

fekte olma zamani arasindaki ortalama gecgen siiredir.

Biiylime Hizi(r): Birim zamanda, yeni vaka sayisindaki kisi basina degisimdir.

¢ T¢: Ortalama iireme aralig1 (6 giin)

e 1 : Biiylime hiz1 (0.05)

Ry = exp(rT,) i¢in exp(6 x 0.05) = 1.35 olur.

3.8.2. Ry = 1 + T, formiiliine goére R, hesaplama

Yukarida verdigimiz Ry = exp(r7;) formiiliinde iistel fonksiyonun MacLaurin serisine agilip ilk

iki teriminin alinmasiyla hesaplanan yontemdir.

¢ T¢: Ortalama iireme aralig1 (6 giin)

e 7 : Biiylime hiz1 (0.05)

Ro =1+ 7rT,icin 1+ 6 x 0.05 = 1.30 olarak hesaplanir.

3.8.3 Matris temelli yaklasimlarla R, hesaplanmasi

Bu tip yaklasimlar, hastaligi modelleyen diferansiyel denklem sistemlerinden elde edilen mat-
rislerin 6zdegerleri kullanilarak temel lireme sayisinin elde edilmesi ilkesine dayanmaktadir.
Burada hesaplamalar hastaliksiz denge noktasi (disease free equilibrium) adi verilen ve hasta-

Iig1 iceren degiskenlerin sifir olarak alindig1 Ey noktasinda yapilir (Martcheva,2015). Simdi bu
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yaklasimda kullanacagimiz jakobiyen matris, denge noktasi, spektral yarigap ve bir matrisin izi

kavramlarini tanimlayalim.

Tanim (Jakobiyen Matris)
F : R" — R™ tanimli ve herbir bileseninin R™ de birinci mertebeden kismi tiirevleri var olan

vektor degerli bi fonksiyon olsun. Yani;

fl(l'l,"' 7«’13n)
f:[$1’x27... 7xn]T,ﬁ(f): f2(1’1,-.. 7.17”)
e, )

olmak iizere F' nin Jakobiyen matrisi, f; fonksiyonlarinin birinci mertebeden kismi tiirevlerini

iceren mxn tipindeki

o 0h ... Oh]]
ox1 Oxo 0Tn
Ofa 0fz2 .. Of2
] _ 8:1:1 8$2 81‘n
Ofm Ofm ... Ofm
L 311 3x2 axn .

matrisi olarak tanimlanir. Bizim bu béliimde kullanacagimiz Jakobiyen matrisler kare matrisler

olacaktir.

Tanmim (Denge Noktasi)
Birinci boliimde tanimladigimiz (4) birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi icin sag ta-
raftaki ﬁ(x, ‘7) vektoriini sifir yapan vektore sistemin denge noktasi adi verilir. Yani sistemin

denge noktasini bulmak icin ﬁ(m, ‘7) — 0 denklem sistemi ¢oziilir.

Tanim (Bir Matrisin Spektral Yaricapi)
A € R™" kare matrisinin spektral yaricapi, o matrisin mutlak degerce en biiyiik 6zdegeri olarak
tanimlanir ve p(A) ile gosterilir. Yani o (A), Anin 6zdegerlerinin olusturdugu kiime olmak iizere;

spektral yarigap;
p(A) = sup{[A[; A € o(4)}
olacaktir.

Tanim (Bir Matrisin izi)
A € R™" olmak lizere A = [a;;] kare matrisinin izi 7 (A) ile gosterilir ve T'r(A) = a11 + ag2 +

-+ 4+ any biciminde tanimlanir.
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3.8.3.1. Jakobyen Matris Yaklasimi

Hastaligin modellenmesi sonucu elde edilen diferansiyel denklem sistemine ait Jakobiyen mat-
ris hastaliksi1z denge noktasinda hesaplanarak, bu matrisin biitiin 6z degerlerinin negatif reel
kismina sahip olmasi kosulu lizerine Ry, temel lireme sayisi hakkinda yorum yapma yaklasi-
midir (Martcheva, 2015). Bu yaklasimin basit bir sekilde uygulanabilmesi icin 6zdegerlerin ko-
layca hesaplanabilmesi veya Jakobiyen matris 6zdegerlerinin negatif reel kisma sahip olabilme
kosullarinin saglatilarak Ry < 1 sart1 icin (hastaligin kararlilig1) gerekli olan ifadeden Ry hak-
kinda yaklasimin elde edilmesi gerekir. Eger bir matris 2x2 boyutunda ise 6zdegerlerinin negatif
reel kisma sahip olmasi i¢in determinanti pozitif ve izinin negatif olmasi yeterlidir. Dolayisiyla
hastaliksiz denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerinin hesaplanmasinda
det(J — M) = 0 denklemi 2x2 boyutuna indirgenebildiginde bu yaklasim rahatlikla kullanilabi-

lir. Simdi bir 6rnek lizerinde bu yaklasimi inceleyelim.

Ornek:(Martcheva, 2015, 5.120, problem 5.4) Karantina (@) béliimiinii iceren ve parametre-

leri

A: Dogum veya gog orani,

f3: lyilesme orani,

«: Bulasma oran,

~: Hastalanan bireylerin karantinaya alinma orani,
7 :Karantinadaki hasta bireylerin iyilesme orani,
w: Dogal 61iim orani

olarak tanimlanan ve

s L,y AR
lvl Tn@
Q Q
semaslt yardimi ile

% =A—aSl—us

dal

dq

praatl Al VR DI

dR

o BI+nQ — pR

diferansiyel denklem sisteminden olusan modelin R degerini Jakobiyen yaklasimi yardimiyla
inceleyelim. Bu tiir modellemeler genellikle ¢ocuk hastaliklarinda kullanilir. Ciinkii karantina
hastaligin kontrol altina alinmasinda aktif bir rol oynayacaktir ve ¢ocuklarda karantina stireci

bir¢ok faktori etkilemeyecektir.
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; A
Oncelikle sistemin hastaliksiz denge noktasini hesaplamak i¢in; I = @) = R = 0 alirsak §* = —
I

elde edilir. Dolayisiyla sistemin hastaliksiz denge noktasi Ey = (5*,0,0,0)T vektorii olacaktir.

Sistemin Jakobiyen matrisi ise;

—al —p —as 0 0
- al aS—(B+~v+np) 0 0
- g —(n+p 0
0 B U —H

formunda olur. Burada S = $*,1 = Q = R = 0 almp J(Ep) hesaplanir ve det(J(Ep) — ALy)

karakteristik denklemi yazilirsa;

—u— A —aS* 0 0
= 0 aS*—(B+y+p+A 0 0
det(J(Ep) — Aly) = (6+ g+ )
gl —n+p+r) 0
B n —p— A
aS* —(B+y+p+A) 0

= (= N)(p = N) =

gl —(n+p+A)
elde edilir. Burada A1 2 = —p olup diger degerler icin

aS* — (B+~+p) 0

g —(n+n)

—

J1(Eo) =

matrisini incelemek veya diger 6zdegerleri hesaplayip reel kisimlarin1 yorumlamak gereklidir.
Diger 6zdegerler hesaplanirsa A3 = —(n + u) ve Ay = aS* — (8 + v + p) olacagindan A3 < 0
dir. A4 < O sart1i¢in;

S < Byt Y
o Y=
B+y+u

*

olacagindan hastaligin stabilitesi Ry = ﬁ
YT H

olmasi durumunda saglanir. Ayni kosul

J, (Ep) matrisi igin det(J, (Ey)) > 0 esitsizligi yardimu ile de bulunur.
3.8.3.2. Next Generation Matris Yaklagimi

Hastalig1 modelleyen diferansiyel denklemlerde hastaligi iceren degiskenlerin ayri olarak dii-
stintiliip, kendi igerisinde gruplanmasi(dogrusal-dogrusal olmayan, kadin-erkek bireyler vb...)
sonucunda olusturulan ve Next Generation matrisi ad1 verilen matrisin hastaliksiz denge nokta-
sinda hesaplanip 6zdegerleri yardimiyla temel iireme sayis1 R hakkinda bilgi edinilmesi yakla-

simidir. Simdi bu yaklasimi denklemleri dogrusal olmayan-dogrusal ayrisimi ile gruplandirarak
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bir 6rnek lizerinde inceleyelim.

Ornek:(Alzahrani, 2020) Bir toplumda sigara icme aligkanliginin agagida verilen gruplar ve ta-
nimlanan parametreler yardimiyla modellendigi diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine alip,
bu sigara icme hastaliginin temel lireme sayisini bu denklem sistemine ait Next Generation yak-

lasim1 yardimiyla inceleyelim. Buna gore;

X: Sigara icmeye duyarli (meyilli) bireyler (susceptible smokers)
H,: Sigaray1 burundan ¢ekme yoluyla icenler (snuffing class)
Hj,: Diizensiz igiciler (irregular smokers)

Y': Diizenli iciciler (regular smokers)

Z: Birakanlar

A: Dogum veya go¢ orani

B1: X ten H; e gecis orani

B2: Hy den H> ye gecis orani

w: Dlizensiz icicilikten diizenli icicilige gecis orani

~: Birakma orani

w: Dogal 61iim orani

«: Birakip tekrar baslama yatkinlik orani

w: Hy deki niifusun sigaradan 6liim orani

o :Sigara kaynakl hastaliklardan 6liim orani

tanimlamalari yardimiyla hastalig1 modelleyen diferansiyel denklem sistemi

ax

dH

ditl = 1 XHy — foH1Hy — (Y + p)Hy
dH

T; = BoH1Hs — (0 +w + p)Hs

dy

T =wH; — (a+7+p)Y

dz

Yy —uz

dt v 1%

formunda olacaktir. ilk dért denklem Z degiskeninden bagimsiz oldugundan dolay1 sonuncu
denklem ihmal edilirse, ilk dort denklem icin sigara i¢cilmesinden bagimsiz denge noktasi Ey;

A
H; = Hy =Y = 0alinip ilk dort denklemin O a esitlenerek ¢oziilmesiyle; X = —, H; = Hy =
u
Y = 0 elde edilerek Ey = (é, 0,0,0)” bulunur.
I

Next generation matris yaklasimi ile bu modelin temel {ireme katsayis1 Ry 1 hesaplamak i¢in si-

gara kullanan Hy, Hs ve Y degiskenlerini iceren denklemlerin sag taraflari dogrusal olmayan ve
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dogrusal terimler gruplanarak;

p1X Hy — BaH1Ho (v + p)Hy
.FZ ﬂ2H1H2 ,V: (Q+W+M)H2
0 —wHy + (o + v+ p)Y
vektorleri yardimiyla
Hj
F-V=|H,
Yl

formunda yazilir. F ve V matrisleri ise sirasiyla F ve V vektorleri icin H1, Hy ve Y degiskenleri-
ne gore elde edilecek Jakobiyen matrislerinin E, hastaliksiz denge noktasindaki degerlerinden

olusan 3x3 tipindeki matrislerdir. Yani;

BiA

- 00 v+ 0 0
F=10 0 0f,V= 0 o+ w+p 0
0 00 0 —w a+y+ @

olarak hesaplanir. Bu matrisler yardimiyla K ile gosterilen Next generetation matrisi ise;

B 1 B
e 00 o . 0 o 00
K=FV'=|0 0 0[]0 STt 0O |=| 0o 00
0 0 0[O w ! 0 00

(aty+u)(etwtp)  atytp

olup; bu matrisin baskin 6zdegeri (flj\) olacaktir. Dolayisiyla model i¢in temel tireme sayisi
M H
Ry = 517)\ olarak bulunur.
p(e + p)
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4. BOLUM

COVID-19 HASTALIGI iCIN ASI iCEREN SVIR MODELI VE SAYISAL
SONUCLAR

4.1. SVIR Modeli

Covid-19 mikrobunun olusturdugu koranaviriis hastalig1 siddetli agrilar, solunum gii¢liigii, koku
ve tat kaybi gibi ciddi belirtiler esliginde 6liimlere sebep olup diinyada pandemiye neden olarak
insanlarin yasam bicimini olumsuz etkilemistir. Hastalifin kontrol altina alinabilmesi i¢in kulla-
nilan yontemlerden biri olan as1 nemli etkiye sahiptir. O halde asilama bir salgin veya pandemi-
nin seyrini biiytik dl¢iide etkilemektedir. Asilama, popiilasyonun bagisiklik seviyesini iyilestir-
mek suretiyle, hastaligin yayilmasinin kontrol altina alinmasinda etkin bir rol oynar. Dolayisiyla
asilanan duyarli birey sayis1 arttik¢a hastaligin yayilmasi azalacaktir. Asinin hastaliklarin seyri-
ne etkisinin incelendigi ¢alismalar literatiirde bulunmaktadir (Bai, 2022; Scherer, 2002; Wyss,
2023). Klasik SIR modeline asilanan bireylerin dahil edilmesiyle olusan modelde S (duyarli), V'
(asilanmus), I (hastalikli), R (iyilesen) olup dort boliimlii SV I R modeli olusur. Bu modelde her
bir boliim icin veri ve parametrelerin baslangi¢ degerleri belirlenip ikinci mertebeden Runge-
Kutta metodu yardimiyla sayisal ¢éziimlerin elde edilmesi planlanmistir. Elde edilen bu sayisal

veriler gercek degerlerle kiyaslanarak grafikler yardimiyla yorumlanacaktir.

Toplumun dort boliime ayirildigi bu modelde hastaligin ilerleyici dogasi nedeniyle ¢ bagimsiz
degisken olup bagimli degiskenleri S,V I, R ve sistemin icerdigi parametreler asagidaki gibi

tanimlanir;

S (Susceptible): Hastalig1 kapmaya duyarl olan kisi sayis1

V' (Vaccinated): Asillanmis birey sayisi

I (Infected): Enfekte olmus ve hastalig1 duyarli bireylere bulastirabilcek kisi sayisi

R (Recovered): Hastalig1 baskalarina bulastiramayanlar, iyilesenler veya vefat eden kisi sayisi
« : Hastaligin bulasma orani, a > 0

5 : Hastaligin iyilesme orani, 5 > 0

0 : Asilanma orani, 6 > 0

Modelin kurulmasinda;
e «, 8 ve 6 parametrelerinin hastalik boyunca sabit alindig1 ve her toplumun yapisina goére
de farklilik gosterebilecegi,

o Ice ve disa goclerin olmadigl, hastalik dis1 dogum ve 6liimlerin sayllmadigl, degismeyen

bir niifusun oldugu,
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lyi karismis, homojen bir toplum yani toplumdaki bireylerin birbirleriyle esit oranda kon-

tak halinde oldugu,

Tam bagisiklik (kalic1 bagisikligin) kazanildigy, hastaliga yakalanan bireyin iyilestikten son-

ra bir daha ayni hastaliga yakalanmayacagi,

Enfekte bireyin hastalig1 hemen bulastirdigi, kulugka déneminin olmadigi,

As1 olan bireyin hastaliga yakalanmayacagi

varsayimlari kabul edilmistir. SVIR modelinde herbir bagimli degiskeninin degisim oranlarini,

s ®, v
J/OéIS
1
Jor
R
semasli yardimiyla
% = —al(t)S(t) —05(t)
av
dl
= =al()S(t) = BI()
dR
= BI)

diferansiyel denklem sistemiyle tanimlayabiliriz.

4.2. Sayisal Sonuclar

Tanimlanan bu diferansiyel denklem sistemini Covid-19 hastalifina, Tiirkiye’de asinin basladi-
g1 donemi iceren ve 01.01.2021 tarihinden itibaren 60 giinliik periyodu i¢ine alan bir zaman
araliginda uygulayacagiz. Bunun i¢in bulasma ve iyilesme parametlerini sirasiyla o« = 0.5, § =
0.8 (Glizey,2021; Koker,2021), baslangi¢ degerlerini ise duyarl bireyler, asilananlar, aktif vaka-
lar(hasta) ve kurtulanlar i¢in sirasiyla Sy = 26000000, Vy = 1, Iy = 85000 ve Ry = 2115000
alip, sistemi farkli asilama oranlari kullanarak daha énce tanimladigimiz RK2 metodu kullana-
rak sayisal olarak c6zecegiz. Burada adim araligini 1 giin olarak alip tiim degiskenler i¢in glinliik
bazda degisimleri inceleyecegiz. Ilk olarak agilanma oranlarindaki degisimin aktif vaka sayisi
tizerindeki etkisini inceleyelim. Bunun i¢in ii¢ farkli asilanma sabiti = 0.1, = 0.2, 6 = 0.3 i¢in
yukarida belirledigimiz parametreleri ve baslangi¢c degerlerini kullanarak sistemi I degiskeni

icin ¢cozdiigimiizde Sekil 4.1 deki grafikleri elde ederiz. Her li¢ grafikten de acikca goriilecegi
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To%lrmdaki gunliik aktif vaka sayisinin agilama sabitine( 0) gore degisimi
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Sekil 4.1. Farkli asilanma sabitleri icin I (aktif vaka sayis1) degiskeninin ¢éziimleri

lizere baslangicta asilanan kisi sayisinin yeterli olmamasi nedeniyle aktif vaka sayisinda belirli
bir slire artis gézlemlenmis, ancak sonrasinda asilanan popiilasyondaki artisla aktif vaka sayisi
diisiise gegmeye baslamistir. Burada dikkat ceken nokta ise yiiksek asilanma sabitinde artis peri-
yodu hem kisa siirmekte, hem de aktif vaka sayis1 daha diisiik degerlere ulastiktan sonra diistise
gecmektedir. Bu ise modelin varsayimi olan kapali populasyonlarda asilanma hizinin aktif vaka
sayisinin azaltilmasinda 6nemli bir role sahip oldugunu géstermektedir. Bunun yaninda model-
de bulasma hizinin sabit kabul edilmesi zaman ilerledik¢e vaka sayisinin diisiise devam etme
egiliminde olmasina neden olmaktadir. Ancak inceledigimiz 60 giinliik periyodun sonlarinda ve
bu periyot sonrasinda Tiirkiye’de vaka sayisinda tekrar bir yiikselis g6zlemlendiginden, modelin
daha gercekgi olmasi i¢in bulasma parametresinin sabit alinmamasi gerektigi sonucuna varila-
bilir. Ayni sekilde iyilesme parametresi de belirli donemlerde degisken bir yapiya sahip olarak

tanimlanmalidir.

Belirtilen periyotta Tiirkiye’de vaka artislarindaki degisim diisiik asilanma sabiti ile drtiismek-
tedir. Bu nedenle sistemin belirtilen periyotta tiim degiskenlerinin ¢oéziimleri # = 0.11 alinarak
Sekil 4.2, Sekil 4.3, Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 te sergilenmistir.
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Model kapali toplum tizerinde uygulandigindan belirtilen periyot sonunda duyarl niifus sa-

<104 Toplumdaki duyarh niifus
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Sekil 4.2. Duyarl niifus degiskeni S nin zamana goére degisim grafigi

yisindaki diisiis, buradaki populasyonun biiylik boliimiintin asilanmis niifusa, geri kalanin ise
hastalanan ve iyilesen gruba ge¢mesi olarak yorumlanabilir. Sekil 4.2 deki grafikte toplam du-
yarli niifus, Sekil 4.3 te toplam asilanan niifus, Sekil 4.4 te ise glinliik aktif vaka sayis1 ve Sekil
4.5 te ise toplam iyilesen niifus dikkate alinmistir. I degiskeni i¢in giinliik alinmasindaki neden,
duyarli niifusa hastaligi bulastiracak olan bireyler anlik aktif vakalar olmasindan dolayidir. Yani

duyarl niifustaki anlik degisime, hastalandiktan sonra iyilesen niifusun etkisi olmamaktadir.

Bununla birlikte grafiklerde degerler gercek degerlerden ili¢ sifir atilarak sergilenmis ve prog-
ramlamada parametreler buna gore 6l¢eklendirilmistir. Sayisal ¢6ziimler Matlab programi kul-

lanilarak elde edilmistir.
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g X 104 Asilanan toplam niifus
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Sekil 4.3. Asilanan niifus degiskeni V' nin zamana gore degisim grafigi

Toplumdaki giinliik aktif vaka sayisi
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Sekil 4.4. Enfekte niifus(aktif vaka sayisi) degiskeni I nin zamana goére degisim grafigi
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Toplumdaki toplam kurtulan(iyilesen+vefat eden) birey sayisi
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Sekil 4.5. Kurtulan(iyilesen+vefat eden) niifus degiskeni R nin zamana gore degisim grafigi
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SONUC VE ONERILER

Salgin hastaliklar tarih boyunca insanlarin yasadigi en 6nemli sikintilarin basinda yer almak-
tadir. Bu hastaliklarin bazilari ise ortaya ¢iktig1 cografyay1 da asarak tiim diinyayi etkisi altina
alan bir yapiya biirtinmiisttr. Bu hastaliklarin ilerlemesinin tahmin edilmesi, bu ilerlemede et-
ken olan parametrelerin belirlenerek 6nlemler vasitasiyla hastaligin kontrol altina alinmasi ve
bu siirecin izlenebilir olmasi agisindan matematiksel modeller 6nemli bir role sahiptir. Bu mo-
deller; salgin hastaliklari sayisal verilerle daha derinlemesine analiz ederek gelecekte bu tip has-
taliklarla karsilasilmasi durumunda alinacak 6nlemlericin rehber olma gorevini tistlenmektedir.
Ayrica matematiksel modeller, bulasici hastaliklarda alinan tedbir ve tedavilerin uzun vadede
nasil bir seyir izlediginin gorsellerle incelenmesine de olanak tanimaktadir. Bu tezde tarihsel sti-
recte karsilasilan salgin hastaliklar i¢in olusturulan matematiksel modeller analiz edilmistir. Bu
baglamda hastalifin yayilimini etkileyen en biiyiik etmenlerden birisi olan temel lireme katsa-
yisinin elde edilmesi icin matematiksel yontemler arastirilmistir. Asinin etkinliginin incelendigi
matematiksel modelin ¢oziimleri, Tlirkiye’deki verilerden elde edilen parametreler kullanilarak
olusturulmustur. Diferansiyel denklem sistemi olarak bilinen bu modellerin sayisal ¢dziimiin-
de kullanilabilecek sayisal metotlar analiz edilerek bu sayisal metotlardan, ikinci mertebeden
Runge-Kutta Metodu olusturulan bu denklem sisteminin sayisal ¢6ziimii i¢in kullanilmistir. Sa-
yisal ¢ozlimler Matlab programi kullanilarak elde edilmis ve bu ¢oziimler grafikler vasitasiyla
gorsellestirilmistir. Uygun ve etkili asinin modele dahil edilmesiyle olusan SVIR modelinde, asiy-
la birlikte bulasicilig1 azalan hastaligin yayilim hizinin da azaldig1 gériilmiustiir. Burada bulasici-
lig1 yliksek ve sonuglarinda kayiplari fazla olan hastaliklarda etkili asinin bulunmasinda gecen
zamanin hastaligin yayilmasini olumsuz etkiledigini belirtmek gerekir. Belirli zaman araliklarin-
da gercek veriler ile elde edilen sayisal cozlimler karsilastirilarak arada olusan farkin nedenleri
yorumlanmistir. Buna gére modelde verilen parametrelerin gercek verilerle tam olarak ortiis-
memesi, hastaligin yayiliminin, duraganlasmasinin veya séniimlenmesinin tamamiyla insanla-
rin davranislariyla ilgili olmasi ve bu davranislarin net bir sekilde tahmin edilememesi, hastaligi
etkileyen ve modele dahil edilemeyen bir¢cok cevresel, kiiltiirel, ekonomik ve cografi etmenin bu-
lunmasi olusan bu farklarin agiklanmasinda birer etmen olarak diisiiniilmiistiir. Bununla birlik-
te modelde kullanilan bulasma, iyilesme, asilanma vb... parametrelerin sabit degil, zamana gore
degisen bir yapida tanimlanmasi modellerin daha gercekg¢i olmasina olanak tanir. Sonug olarak
matematiksel modellerin salgin hastaliklarin seyri a¢isindan ne denli 6nemli oldugu tezde elde
edilen veriler 15181nda gozlemlenmistir. Bununla birlikte incelenen ve sunulan modele daha fazla
degiskenin eklenmesi durumunda daha etkin modellerin elde edilebilecegi, ancak bu durumun
kontrol edilen parametre sayisini artirmasi nedeniyle daha karmasik bir yapiya yol acabilece-
gi, bununla birlikte bu iki durum arasinda bir optimizasyon saglanmasinin ileriki ¢alismalarda

arastirma konusu olabilecegi ifade edilebilir.
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