LN
(1024020,
HITIT

UNIVERSITESI

T.C.
HITIT UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGIiTIM ENSTITUSU

FiZIK ANABILIM DALI

ZAMANA BAGLI KLASIK VE KUANTUM OSILATORLER

VE MATEMATIKSEL FiZIKTE UYGULAMALARI

Yiiksek Lisans Tezi

Gamze YAPAR

Corum - 2022






ZAMANA BAGLI KLASIK VE KUANTUM OSILATORLER

VE MATEMATIKSEL FiZIKTE UYGULAMALARI

Gamze YAPAR

Lisansiustii Egitim Enstitiisi

Fizik Ana Bilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

TEZ DANISMANI

Dog. Dr. Serhat Fevzi OZEREN

Corum 2022



Bu calisma Hitit Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinatorliigii tarafindan
FEF19004.20.003 no’lu lisansiistii tez projesi kapsaminda desteklenmistir.



Gamze Yapar tarafindan hazirlanan “Zamana Baghh Klasik ve Kuantum Osilatorler ve
Matematiksel Fizikte Uygulamalar1” adli bu calisma 30/09/2022 tarihinde yapilan savunma
smavi sonucunda oybirligi ile Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Fizik Anabilim

dalinda yiiksek lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Murat GERCEKLIOGLU

Prof. Dr. Dilber Esra YILDIZ

Doc. Dr. Serhat Fevzi OZEREN

Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Yénetim Kurulunun karari ile Gamze YAPAR'In
Fizik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans derecesi almasi onanmistir.

Prof. Dr. Muhammed Asif YOLDAS

Lisansiistii Egitim Enstittisii Midiirii



TEZ BiLDiRiMi

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar cercevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu calismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini beyan ederim.

Gamze YAPAR



ZAMANA BAGLI KLASIiK VE KUANTUM OSiLATORLER

VE MATEMATIKSEL FiZIKTE UYGULAMALARI

Gamze YAPAR

ORCID: 0000-0002-2829-5811

HITIT UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
Yiiksek Lisans Tezi

Eyliil 2022

OZET

Bu calismada, dogadaki titresim hareketini incelemek icin fizikte ve uygulamali bilimlerde
onemli bir model olan klasik ve kuantum osilatorler iizerine arastirma yapildi. Klasik
osilatorleri daha detayl ele almak i¢in s6niimlii harmonik osilatér, zorlanmis harmonik
osilator, zorlanmis soniimlii harmonik osilatér, rastgele frekansh osilator ve rastgele
sonliimlemeli harmonik osilatér tek tek incelendi. Daha sonra, son yillarda tekrar énem
kazanan Brown hareketleri konusu ele alindi. Once, Brown hareketleri konusunda son 20
yilda yapilan galismalar Web of Science veri tabani kullanilarak bibliyografik olarak incelendi.
Brown Hareketleri hakkinda yapilan ¢alismalarin yillara gore dagilimi, ¢alismalarin yapildig
iilkelerin siralamasi, hangi alanlarda daha ¢ok ¢alisma yapildig, calismalarin hangi dergilerde
yayimlandigi, konu hakkinda yayinlanan yayinlarin Web of Science indeksi icinde hangi
indeksler tarafindan tarandig1 ve atif sayilar1 bakimindan ayrintili olarak tablolar halinde
incelendi. Bu taramalar sonucunda konunun yil gectikce daha 6nem kazandigi farkedildi.
Daha sonra, Brown hareketinde Langevin denklemi ile Brown parcaciklarinin ortalamadan
sapma miktari, hareketteki parcacik sayisinin ¢ok olmasi sebebi ile istatistiksel olarak
hesaplandi. Sonraki asamada ise harmonik osilator modeli ile sapma miktar1 hesaplandi ve
daha énce bulunan sonugla karsilastirildi. Bulunan sonug grafik olarak da incelendi. inceleme
sonucunda ortalamadan sapma miktarinin sabit bir degere yaklastig1 goriildii. Dalgalanma
Soniimlenme esitligi ile konu ele alindi. Dalgalanmaya sebep olan kuvvet ile soniimlenmeye
sebep olan etken arasindaki iliski incelendi. Dalgalanma ve sonlimleme arasindaki denge

iliskisi tlizerinde duruldu. En son olarak kiitlesi zamanla degisen osilator modeli Brown



hareketlerine uygulandi. Zamanla {istel olarak artan ve en fazla kiitle degerinin iki katina
kadar sinirh bir kiitle osilatér modeli yardimi ile incelenerek kare hiz ortalamasinin zamanla
nasil degistigi incelendi ve sonuglar grafik olarak ifade edildi. Zamanla kare hiz ortalamasinin
artarak sabit bir degere yaklastigi goriildii. Elde edilen sonuglar literatiirdeki sonuglarla

karsilastirildi.
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ABSTRACT

In this study, research was conducted on classical and quantum oscillators, which are an
important model in physics and applied sciences to study vibrational motion in nature. In
order to consider classical oscillators in more detail, damped harmonic oscillator, forced
harmonic oscillator, forced damped harmonic oscillator, random frequency oscillator and
random damped harmonic oscillator are examined one by one. Then, Brownian motions,
which has gained importance again in recent years, are discussed. First, studies on Brownian
motions in the last 20 years were bibliographically reviewed using the Web of Science
database. The distribution of studies on Brownian Motions by years, the ranking of the
countries in which the studies were conducted, the fields in which more studies were
conducted, the journals in which the studies were published, the indexes of the publications
published on the subject in the Web of Science index and the number of citations were
examined in detail in tables. As a result of these scans, it was realized that the subject became
more important as the year passed. Then, the Langevin equation in Brownian motion and the
deviation of the Brownian particles from the mean were calculated statistically due to the
large number of particles in the motion. In the next step, the deviation amount was calculated
with the harmonic oscillator model and compared with the previous result. The result was
also analyzed graphically. As a result of the examination, it was seen that the amount of
deviation from the mean approached a fixed value. The subject was handled with the Surge
Damping equation. The relationship between the force causing the fluctuation and the factor
causing the damping was examined. The balance relationship between ripple and damping

was emphasized. Finally, the time-varying oscillator model was applied to Brownian motions.



[t was examined with the help of a mass oscillator model, which increases exponentially over
time and is limited to twice the maximum mass value, and how the mean square rate changes
over time, and the results are expressed graphically. It was observed that the average frame
rate increased over time and approached a constant value. The results obtained were

compared with the results in the literature.
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GIRIS

Gerek giinliik hayatimizda ve gerekse mikro diinyadan evrenin tamamina bakildiginda her
seyin siirekli hareket halinde oldugunu goriiriiz. Bu hareketleri bazen bir ses dalgasi olarak
isitir bazen de 151k dalgasi olarak goriirtiz. Bu hareketler ise cogu zaman titresimler seklinde
kendini gosterir. Bir miizik aletinden ¢ikan ve kulaga hos gelen melodiler bu titresimlerin
sonucudur. Salincakta sallanan bir ¢ocugun denge noktasi etrafinda bir ileri bir geri gitmesi
de yine bir titresim hareketidir. Salincaga disaridan miidahale edilmezse bir miiddet sonra
hareketleri yavaslayacak ve duracaktir. Sayet disaridan bir ek kuvvet uygulanirsa hareketini
surdiirecek ve hatta anormal bir genlikte hareket edecektir. Atomik yapilarda da benzer
durumlarla karsilasilir. Bir molekiilii olusturan atomlar denge noktalar: etrafinda titresim
hareketi yaparlar. Disaridan ek bir 1s1 verildiginde ya da sogutuldugunda, hareket hizlanacak
ya da yavaslayacaktir. Katilarda bir kristal 6rgiiyli olusturan atomlarda da benzer titresimler
goruliir. Tim bu hareketler gezegenlerde ve yildizlarda da gorilmektedir. Bu titresim
hareketleri bir denge noktasi etrafinda diizenli bir sekilde gerceklesirse bu tiir harekete
harmonik hareket denir (Thornton ve Marion,2011). Bazen incelenen sistem denge
noktasinin iki tarafinda ayni sekilde davranmaz. Denge noktasi civarinda harmonik harekete
yakin davranmasina ragmen, denge noktasindan uzaklastikca harmonikligi bozulan bu
harekete anharmonik ( harmonik olmayan ) hareket denir. Baz1 durumlarda ise tek bir denge
noktasindan bahsetmek miimkiin olmayabilir. Bu sistemlere ise lineer olmayan sistemler
denir. Lineer olmayan sistemlerde baslangic noktasina olan duyarlilik tiim sistemin
hareketini etkilediginden, dngoriilemeyen durumlarla karsilagilabilir. Bu tiir sistemlere de

kaotik sistemler denir. Genel olarak tiim bu hareketlere osilator ( titresici ) denilmektedir.

Teorik ve matematiksel fizikte model gelistirmek ¢ok onemlidir. Gelistirilen model fiziksel
sistemin baslangi¢ ve sinir deger kosullarina uygun sekilde coziilerek incelenen fiziksel
sistem hakkinda kapsamli bilgi elde edilir. Osilatéor modeli de fizikte en ¢ok kullanilan
modeldir. Molekillerin ve kristal orgiideki atomlarin titresimleri, atom c¢ekirdeklerinde
niikleonlar arasi titresimlerde, bir miizik aletinin tellerindeki titresimlerde, bir laser
demetinin hareketinin incelenmesinde osilatéor modeli kullanilir. Bu tez c¢alismasinda
oncelikle osilatorler hakkinda genel bilgiler verilmektedir. Osilatorler hem klasik anlamda
hem de kuantum mekanigi agisindan ele alinmaktadir. Bu ¢alismada osilatorlerin ¢ok genis
uygulama alanlarn icinden, son yillarda tekrar popiiler hale gelen Brown hareketleri
incelenmektedir. ilk olarak Robert Brown tarafindan 1828 yilinda siv1 yiizeyinde asili duran
toz ve polen parcaciklarinin rastgele hareketler yapmasinin goézlemlenmesiyle baslayan
slireg, daha sonra gaz ortamlarda da goriildii. Uzun stlire bunun nedeni konusunda doyurucu
bir aciklama yapilamadi. 1905 yilinda Albert Einstein, bu rastgele hareketlerin sebebi olarak,
sivi ya da gaz icindeki molekiillerin toz ya da polen parcaciklarina art arda siirekli

carpmasinin yol actigini aciklayan iinlii makalesinin yayimlanmasiyla konu acikliga kavustu



( Einstein,1905). Daha sonra 1909 da Jean Perrin, deneysel olarak Einstein in modelini test
etti ve dogrulugunu kanitlandi. Boylece varligi bilinse de kesin delillerle molekiillerin varligi
kanitlanmis oldu. (Perrin, 1909). Daha sonra farkl sekillerde konu tekrar ele alindi. Uzun bir
siire ilgi cekmeyen ya da lzerinde fazla calisiimayan Brown hareketleri konusu, 1980 lerden
itibaren giderek artan bir hizla ilerledi. Bugiin sadece fizikte degil, miihendislikte,
astronomide, kimyada, tipta, ekonomide borsa hesaplarinda ve hatta sosyal bilimlerde olmak

lizere ¢ok genis bir yelpazede ¢alisma alani1 kazanmistir.

Tez calismasinda 6nce Brown hareketleri konusunda son 20 yillik dénemde yapilan
calismalar, Web of Science ( WOS ) veri tabani kullanilarak bibliyografik olarak
incelemektedir. Daha sonra Einstein ve Langevin modelleri 6zetlendi. Harmonik osilator
modeliyle Brown hareketi ele alindi. Tez ¢calismasinda 6zel olarak kiitlesi zamana bagh olarak
degisen osilatorleri model alip, Brown hareketleri calisildi. Boylece, siv1 ya da gaz ortamda
asili duran mikro ya da nano o6lgekteki partikillerin hareketleri sirasinda birbirlerine
yapisarak kitle kazanmalar1 ve bunun hareketlerine olan etkileri incelendi. Son olarak elde

edilen sonuglarla literatiirdeki sonugclarin bir degerlendirmesi yapildu.



1.BOLUM
KLASIK VE KUANTUM OSIiLATORLER

Fizikte salinim yapan sistemlerin ve dalga hareketinin mantigin1 anlayabilmek ve
aciklayabilmek adina kullandigimiz sistemler osilatorlerdir. Cisim iizerine etki eden kuvvetin
konumuna bagl olarak cismi tekrar denge noktasina getirmesi sonucu olusan hareketin
modellemesidir. Osilatorler bir denge noktasi etrafinda ayni hareketin tekrarlanmasi sonucu
stirekli kendini tekrarlayan harekettir (Greiner, 2003). Osilatorlerin belirli frekansta veya
degisen frekansta olma durumu olabilir. Hareketi incelemek i¢in siniizoidal dalgalardan
yararlanilir. Dogada osilatorii birgok hareketin agiklamasinda kullanabiliriz. Bir gitarin teline
vurdugumuzda telin titresim yapmasi, bir kaykaycinin kaykay rayi lizerinde gidip gelme
hareketi, duvardaki sarkacli saatin salinim yapmasi, goliin lizerinde ylizen bir tahta
parcasinin dalgalar iizerinde bir asagi bir yukari salinmasi, ses dalgasinin molekiiller
tarafindan iletilmesi, atomlarin titresimi gibi hareketlerin hepsinde salinim hareketi temel
alinir (Goldstein, 2001). Klasik fizikte ve kuantum fiziginde bir¢ok olayin agiklanmasinda

osilatorlerden faydalanilir (Thornton ve Marion, 2011).

1.1.Harmonik Osilator

Bir yaya bagh kiitleye veya bir ipe baglanan bir kiitleye ilk hareket verildikten sonra

birakildiginda kiitlelerin bir denge noktasi etrafinda salinim hareketi yaptigini gézlemleriz.

Sekil 1.1. Kiitle yay sistemi

Buradaki salinim hareketinin temelinde denge noktasina kiitleyi tekrar ¢eken bir kuvvet s6z
konusudur. Kiitle denge noktasindan uzaklastikca kuvvet devreye girer kiitle maksimum
uzanima ulastiktan sonra kuvvetin etkisi ile durarak tekrar denge noktasina doner. Denge
noktasinda bir hizi1 olmasi sebebi ile hareketine devam eder ve yine uzanim maksimum
oldugunda hiz sifirlanarak denge noktasina tekrar doner. Burada yayin sahip oldugu
potansiyel enerji cisme kinetik enerji olarak aktarilir. Cisim kazandig1 kinetik enerji daha
sonra yayda potansiyel enerjiye doniisiir. Bu dontisiim stirekli birbirine aktarilarak devam

eder. Bu dontlisiimi saglayan kuvvettir. Yayda uzama veya sikisma oldugunda kuvvet devreye



girerek hareketin devamini saglar. Hareketi tekrarlatan bu kuvvet geri ¢agirict kuvvettir. Bu
hareket titresim veya salinim hareketi olarak incelenir. Titresen bir telin hareketi,
vurdugumuzda titreyen bir davul zarinin hareketi, LC devreleri, bir sarkacin denge noktasi
etrafindaki salinimi, su dalgalarinin hareketi, yay dalgalarinin hareketi gibi salinim yapan tiim
sistemler icin harmonik osilatorii bir modelleme olarak kullanabiliriz( Landau ve Lifshitz,
1969). Harmonik osilatérde geri ¢agiric1 kuvvet ve uzanim arasindaki iliski Hooke Yasasi ile
ifade edilir ( Morin, 2007). Harmonik osilatoriin klasik fizikteki ¢6zlimii icin Hooke yasasi ve

Newton’'un hareket yasasina gore

-k x=m.% (1.1
harmonik osilatériin agisal frekansi
w0 = | (1.2)
seklinde tanimlarsak
X +wix=0 (1.3)

denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢6ztim
x(t) = xgcos(wg t — ) (1.4)

Bu ¢oziim genligi x,, faz1 wy olan ¢ faz acgisina sahip bir harmonik osilatériin hareket

denklemidir. Parantez icindeki (w, t — ¢) ise osilasyonun fazidir.

Klasik fizikte oldugu gibi kuantum mekaniginde de harmonik osilatérlerden faydalanilir.
Atom ve molekil boyutunda inceleme yapmak i¢in kuantum mekaniginden yararlaniriz.
Molekiillerdeki titresim hareketini tasvir edebilmek i¢in en uygun fiziksel yontem harmonik

osilator modelidir

Kuantum mekaniginde toplam enerjiyi anlatabilmek icin Hamilton islemcisinden

faydalanilir(Zettili, 2009). Kuantum osilatér modelinde ¢6ziim i¢in Hamilton islemcisi

2
H= L + 1mcozx2 (1.5)
2m 2

olarak belirlenir(Bes, 2012). Bu denklemde momentum islemcisi yerine yazilirsa Hamilton

islemcisinin son hali
AH=-———+-mw?x? (1.6)

olur ( Landau ve Lifshitz, 1977). Hamilton denkleminde



Y=y X

yazarak, yaratma ve yok etme operatorleri cinsinden su sekilde ¢oziiliir:

.~ |hw +d
a= -0 dy

olarak tamimlandiginda (Erbil,2014) Hamilton islemcisini
~ 1 R
H= Z(ﬁ+ﬁ + aat)
seklinde ifade ederiz. Ozdeger 6zfonksiyon esitligini yazarsak
H |@n) = Enl@n)

~ 1
43" |¢n) = (H + 5 hw)lpn)

oy 1
alen) = (H — 5 hw)|@y)

F 2

denklemlerini elde ederiz. Her iki tarafi soldan a* islemcisi ile carparsak
~ AN 1 ~
a+aa+|(Pn) = (En + Ehw) a+|(pn>
Her iki tarafi soldan @ islemcisi ile carparsak
Aanta 1 PN
aaaley) = (En — Eh(’o) alen)
elde ettigimiz denklemlerde asagidaki dontisiimler yapilirsa

a*|en) = |Pn+1)

aIq)n) = |@n-1)

bu durumda enerji 6zdegerleri
En+1 = En + h(})

En_1 = En - h(l)

elde edilir(Erbil,2014). Bu durumun bizi gétiirdiigli sonugta enerji seviyeleri icin

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)



1
E,=(Mm+ E)hm n=012.... (1.20)

sonucuna ulasilir (Greensite 2017). Bu denklem bize enerjinin kesikli oldugunu gostermesi
bakimindan 6nemlidir. Yani atom icerisindeki enerjiye bakildiginda enerji her degeri almaz.
Dolayisiyla atomun enerji seviyelerinden bahsedilir. Atom icerisinde enerji strekli degil
kesiklidir(Greensite, 2017;Bes, 2012).

1.2.Soniimlii Harmonik Osilator

Harmonik osilatére salinimi azaltan bir dis kuvvet uygulandiginda osilatér séniimli olur
(Gitterman, 2005). Titresimi azaltan ya da durduran bir siirtiinme kuvveti veya siv1 icine
daldirilan yaya bagh bir kiitleye sivi tarafindan etki eden kaldirma kuvveti olabilir. Bu
durumda osilatoriin enerjisi gittikge azalir. Osilatoriin enerjisi azaldik¢a hareket sontimlenir.
Bazi durumlarda bu séniim istenmeyen bir durum iken bazi durumlarda titresimin azalmasi
istenmektedir(Vistnes, 2018). Ornegin deprem sirasinda binalarin yikilmasini énleyebilmek
veya arabalarin herhangi bir engelden gectigi zaman titresim yapmasini engellemek soniimlii
titresimin istendigi ve sdniimiin artirilmasi icin ¢alisildigi durumlardir. Genelde disaridan etki
eden ve hareketin soniimlenmesine neden olan diren¢ kuvveti cismin hiz1 ile orantihidir.
(Thornton ve Marion, 2011; Landau ve Lifshitz, 1969 )

Sekil 1.2. Soniimlii Kiitle Yay Sistemi



Hareket soniimlii oldugu takdirde

d?x dx
—+2y—+kx=0 1.21
mo 2y o+ (1.21)
Burada y soniim parametresi olmak lizere denklem ¢oziildiigiinde denkleminin ¢6ziimii

t
x = Cexp (— ya) cos(wit+ D) (1.22)

Burada C katsayisi baslangic kosullarina bagh olarak degisen sabitdir (Gitterman, 2005). Bu
¢0zim bize sOnlim parametresine bagh olarak genligi giderek azalan bir hareketi anlatiyor.

C6zlm sonucunda li¢ durum ortaya ¢ikar;
kritik alt1 séniim w3 > y? ;sistemin genliginde zamanla daha hizh bir azalma gézlenir.

kritik séniim w3 = y?2;sistem denge konumundan ilk hiz verilmeden serbest birakilirsa tekrar

denge konumuna dénerek orada kalir.

kritik iistii séniim w3 < y?; ortamda séniimii saglayan diren¢ kuvveti geri cagirici kuvvetten

daha biiyiik oldugu durumda sistem titresim yapmaz ve denge konumuna doéner.

1.3.Zorlanmis Harmonik Osilator

Harmonik saliniciya disaridan bir kuvvet ile salinim hareketini destekleniyor ise zorlanmis
harmonik osilatér olarak adlandirilir (Gitterman, 2005). Sistem disaridan bir kuvvet
tarafindan desteklenerek enerji eklenmesi saglanmis olur(Vistnes, 2018). Coziimu yapilacak

diferansiyel denklem

2
- + kx = Acos(Qt + B) (1.23)

e
seklindedir(Gitterman, 2012(b)). Uygulanan kuvvetin frekansi ile osilatoriin kendi frekansi
birbirine esit oldugu durumda rezonans olay1 gerceklesir ve osilatoriin genligi maksimum
olur. Denklemin ¢6ziimii ise

x(t) = cos(wt+ ) (1.24)

A
m(w3 — 02)

seklinde olur(Gitterman,2005).



1.4.Zorlanmis, Soniimlii Harmonik Osilator

Sistemi sonlimleyici ve zorlayici kuvvetlerin oldugu durumda harmonik osilatér denklemi

dZX+kx+2 dX—A Qt+
M ez Vg = Acos(@t+6) (1.25)
seklindedir(Gitterman, 2005). Bu denklemin ¢dziimiinde ise
t A
x = Cexp (— %) cos cos (wit+ ) + — sin(Qt+ ¢ + B)
mJwf - 022 + 220 (1.26)
w3-0?

olarak alinir.

sonucuna ulasilir. Buradaki f=tan-t 270

1.5.Cift Kuyulu Potansiyeldeki Dogrusal Olmayan Osilator

Dogrusal bir osilatérde geri c¢agirici kuvvet x’e bagh olarak -kx ile ifade edilir. Baz
durumlarda geri ¢agirici kuvvet dogrusal olmayarak x’in n. kuvvetine bagl olarak degisebilir.
Ornegin geri osilatér kuvveti ax-bx" e bagh bir fonksiyonla ifade edilebilir. Bu dogrusal
olmayan osilatér durumunda potansiyel enerjide dogrusal formunun (U=kx2/2) disinda bir
deger alabilir. Cift kuyu durumunda potansiyel enerji U=-ax?2/2+bx*/4 seklinde ifade edilir.

Bu durumu ifade eden diferansiyel denklem

d2
mﬁ—ax+bx3 =0 (1.27)

seklinde verilir (Gitterman, 2005).

1.6.Tek Kuyulu Potansiyeldeki Dogrusal Olmayan Osilatér

Dogrusal olmayan osilatoriin potansiyel enerjisi U=-ax?/2+bx3/3 oldugu durumlari ifade eden

denklem

d?x

mW —ax + sz =0 (128)

seklindedir. Bu denklem hem soéntimleyen bir kuvveti ayni zamanda hareketi destekleyen bir

kuvveti icinde bulundurmaktadir (Gitterman, 2005).



1.7.Harici Giiriltiilli Harmonik Osilator

Diger sistemlerde sicaklifin etkisini hi¢c hesaba katmadik. Ama sifir sicaklik degerinde

olmayan durumlari ifade edebilmek icin asagidaki denklemi kullaniriz.

d?x dx
- — 1.29

m— + 2y +kx = (1) (1.29)

Burada §(t) sifir ortalamali bir degiskeni ifade eder. (82 (t)) ortamdaki termal giiriiltiyt ifade

ettigi durumda dalgalanma séniimleme teoremi kullanilir(Gitterman, 2005).

1.8.Rastgele Frekansli Harmonik Osilator
Bazi durumlarda osilatériin frekansi zamanla degisebilir. Buna bir 6rnek

dx 9= 487 (0)x = Asin(Qt (1.30)

seklinde diferansiyel denklemle verilir( Gitterman, 2012 (a)).

1.9.Rastgele S6niimlemeli Harmonik Osilator

Osilatorin iginde bulundugu ortamda ki siirtiinme zamanla degisiyorsa asagidaki diferansiyel

denklemle verilir:

d?x

d
m = + 2y(1 + §(V) d—f +kx = Asin(Qt) (1.31)



2.BOLUM
BROWN HAREKETLERI

1785 yilinda Hollandali botanik¢i Jan Ingenhousz alkol icinde yiizen toz parcaciklarinin
hareket ettigini gézlemledi (Wappler, 1789). 1828 yilinda botanik¢i Robert Brown'un suyun
tizerinde polenlerin hareketini izlemesi ile ilk olarak ortaya ciktl. Robert Brown su lizerinde
hareket eden polenlerin hareketini mikroskop altinda incelediginde polenlerin rastgele bir
hareket yaptigin1 farketti. Bu hareketlerin aciklamasini baslangi¢ta canli olabilme ihtimali
tizerinde durdu. Daha sonra organik olmayan pargaciklarla ayni deneyi tekrarladiginda olayin
yasamsal bir sebepten olmadigimi anladi. Bu hareket mikroskop altinda ayrintili olarak
incelendiginde hareketin bir salinim hareketi gibi belirli bir frekansla olmadig1 ve harekette
rastgelelik oldugu izlenildi. Hareket sividaki parcaciklarin cinsinden etkilenmemekte fakat
sivinin cinsinden etkilenmekteydi. Biitiin parcaciklarin hareketi incelenirken kiiciik
parcaciklarin hareketinin daha da belirgin oldugu anlasildi. Bu sebeple mikroskop altinda
incelemek daha anlasilir sonuclara ulasmaya sebep olmustur (Brown, 1828). Bu olayin
matematiksel olarak ilk ¢alismalar1 1880 yilinda Thorvald N. Thiele tarafindan yayinlanan
makalede yapilmistir(Thiele,1880). Daha sonra 1900 yilinda borsa lizerine yapilan bir
arastirmada Fransiz matematikci Louis Bachelier tarafindan bu olay kullanilarak bir model
gelistirilmistir( Bachelier, 1900). Einstein yillar sonra 1905 yilinda bu olay1 agiklayan bir
makale yayinladi. Einstein ve Marian Smoluchowski, sivilardaki kinetik teori sebebiyle su
molekiillerinin rastlantisal olarak hareket ediyor olmalar1 gerektigini fark etti. (Einstein,
1905; Smoluchowski,1906). Einstein Kinetik teorinin aciklamasi bu rastgele hareketin
formiilize edilmesini saglamak ve atomlarin varhigini ispatlamak amaci ile bu makaleyi
yaymlamistir(Einstein,1956). Makalesinde Brown hareketlerinin sonuglarinin Avagadro
sayisinin deneysel olarak agiklamasi sayilabilecegini gosterdi. Daha sonra 1909 yilinda Jean
Perrin, Einstein’in makalesinde iddia ettigi atomlarin varliin1 deneysel olarak ispatladi
(Perrin, 1909).Bu énemli ¢alisma Perrin’e 1926 Nobel Fizik Odiiliinii kazandirdi Polen
tanelerinin hareketi sudaki molekiillerin varliginin ispati1 olarak goriildii. Daha sonra 1924-
1926 yillar1 arasinda Theodor Svedberg kolloidlerle Einstein’in Brown hareketi calismalarini
dogruladi (Svedberg ,1906). Bu alandaki calismalar1 sirasinda proteinleri birbirinden saf
olarak ayirmaya yarayan bir teknik gelistirdi. Felix Ehrenhaft ise havada asili kalmis giimiisii

parcaciklarda ayni hareketi inceledi.

Ilk olarak, Robert Brown tarafindan, sivi iizerinde rastgele hareket yapan polen taneciklerinin
gozlemlenmesiyle baslayan Brown hareketleri lizerindeki arastirmalar, son yillarda tekrar
popiiler hale gelmeye basladi. Brown hareketleri model olarak sadece fizikte degil, kimya, tip,
mithendislik, ekonomi gibi bir¢ok farkli alanda kullanilmaktadir. 1980°li yillardan baslayarak
makale sayisinda ve yapilan ¢alismalara atiflarda ciddi bir artis oldugu goriilmektedir. Bu
calismada, WOS veritaban1 kullanilarak son 20 yilda (2001-2021 arasinda) fizik alaninda
yapilan calismalar bibliyografik olarak incelenmektedir. (Ozeren ve Yapar, 2022) Bu
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incelemede, son 20 yillik dénemde yillara gore fizik alaninda yapilan makale sayilari, atif
sayilari, en ¢ok atif alan ¢alismalar, fizigin alt dallarina gore calisma sayilari, konu hakkinda
en ¢ok yayin yapan arastirmacilar ve tilkeleri gibi bazi parametreler incelenmektedir. Makale
sayisindaki artis ve yapilan makalelerin aldiklar1 atiflar géz 6niine alindiginda, son yillarda
konunun gerek temel bilimler agisindan ve gerekse uygulamali bilimlerde ilgi alaninin

giderek arttig1 goriilmektedir.

Bu calismanin esas amaci konuya temel bilim acisindan yaklasarak, Brown hareketlerini
incelemektir. Brown parcaciklari nano 6lgekte olduklarindan, siv1 yiizeyinde molekiillerle
carpisarak titresim hareketleri yaparlar. Bu titresimler farkh osilatérlerle modellenebilir.
Carpismalar sirasinda birbirlerine yapisarak kiitlelerinin zamanla degismesi kiitlesi zamana

bagh osilator ile modellenebilir.

Proje kapsaminda devam eden ¢alismaya bir baslangi¢ olmak {lizere ve Brown hareketleri
konusunda simdiye kadar bibliyografik bir arastirma yapilmamis olmasindan dolay1 bu
calisma, konu lizerinde arastirma yapmaya baslayacak olan arastirmacilar acisindan da

onemli olacaktir.

2.1.Brown Hareketleri Konusunda Yapilan Calismalarin Analizi

Bu calismada Web of Science ( WOS ) veritabani kullanilarak son 20 yillik periyotta Brown
hareketleri konusunda yapilan ¢alismalarin bibliyografik bir analizi yapilmaktadir.

Asagida Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de 2001-2021 yillar1 arasinda yapilan makalelere yapilan atif
saylilar1 ve yapilan yillik yayin sayilari gosterilmistir.

Toplam atif sayilarininyillara gore degisimi

19495 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Sekil 2.1. Brown hareketleri toplam atif sayilarinin yillara gore degisimi
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Sekil 2.2. Brown hareketleri konusunda yillara gore yayin sayilari

Sekillerden de goriilecegi iizere gerek makale sayilarinda ve gerekse atif sayilarinda her yil
ciddi bir artis oldugu gorilmektedir. S6z konusu yillar arasinda WOS verilerine gore yapilan
toplam yayin sayis1 4654 iken toplam atif sayis1 58922 ve yayin basina ortalama atif sayisi
12.66dir. Yayinlarin h-indeksi ise 92 dir. Bu veriler konunun halen aktif sekilde calisildiginin

gostergesidir.
Tablo 2.1. Brown hareketleri konulu ilk 25 arastirma alani
Arastirma Alani Yayin Arastirma Alani Yayin
sayisl sayisl

1. Matematik 2604 | 14. | Sosyal bilimler 54
2. Fizik 1216 | 15. | Telekominikasyon 38
3. Miihendislik 370 16. | Astrofizik 33
4. Bilgisayar Bilimleri 221 17. | Biyofizik 33
5. Kimya 209 18. | Egitim bilimleri 32
6. Teknoloji 164 19. | Polimer bilimi 31
7. Malzeme Bilimi 133 20. | Enstriimantasyon 30
8. Ekonomi 129 21. | Ekoloji 27
9. Mekanik 126 22. | Matematiksel Biyoloji 25
10. | Otomasyasyon sistemleri 124 23. | Molekiiler biyoloji 22
11. | Optik 91 24. | Meteoroloji 19
12. | Termodinamik 75 25. | Fotograf ve goriintiileme teknolojisi 17
13. | Yonetim bilimleri 66

Tablo 2.1 de en ¢ok yayin yapilan ilk 25 arastirma alani ve bu alanlarda yapilan yayin sayilari

verilmektedir. Burada toplam yayin sayisinin Brown hareketleri konusunda son 20 yilda
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yapillan makale sayisindan fazla olmasinin sebebi, birbiriyle iliskili disiplinler arasinda
yapilan calismalarin tekrar sayilmasindan kaynaklanmaktir. Tablo 1den goriilecegi lizere,

gerek temel bilimlerde ve gerekse uygulamali bilimlerde Brown hareketleri konusu 6nem arz

etmektedir.
Arastirma alanlarina gore toplam atif sayilari
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Sekil 2.3. Brown hareketleri konusunda arastirma alanlarina gore toplam atif sayilari

Arastirma alanlarn incelendiginde en c¢ok istatistik olasilik ve fizik multidisipliner alanda
calisma yapildig1 gorilmektedir.

Tablo 2.2. Brown hareketleri konusunda en ¢ok calisma yapilan iilkeler

Ulkeler Yayin Sayilari Ulkeler Yayin Sayilari

1. | Amerika 994 14. | Israil 98
2. Cin 883 15. | Gliney Kore 98
3. Fransa 584 16. | Ukrayna 91
4. | Almanya 442 17. | Isvigre 83
5. | Ingiltere 304 18. | Avustralya 74
6. Japonya 263 19. | Hollanda 74
7. Hindistan 198 20. | Meksika 69
8. Rusya 178 21. Fas 61
9. | italya 161 22. | Tayvan 54
10. | Kanada 139 23. | Brezilya 52
11. | ispanya 122 24. | Finlandiya 50
12. | Polonya 120 25. | Pakistan 47
13. | iran 107

13




Tablo 2.2, Brown hareketleri konusunda yapilan calismalarin ilkeler bazinda sayisal
verilerini gostermektedir. Burada, makale basliginda Brown hareketleri gecen calismalar
dikkate alinmistir ve en ¢ok yayin yapan ilk 25 iilke gosterilmistir. Diinya siralamasinda
birinciligi Amerika Birlesik Devletleri elinde tutarken, listede gortilmeyen Tiirkiye, Diinya

siralamasinda 33.sirada yer almaktadir.

Tablo 2.3. Brown hareketleri konusunda en ¢ok yayin yapan dergi isimleri

Yayin

Dergi isimleri sayilari
PHYSICAL REVIEW E 185
STOCHASTIC PROCESSES AND THEIR APPLICATIONS 135
STATISTICS PROBABILITY LETTERS 134
STOCHASTIC ANALYSIS AND APPLICATIONS 91
JOURNAL OF THEORETICAL PROBABILITY 88
ANNALS OF PROBABILITY 84
ELECTRONIC JOURNAL OF PROBABILITY 79
ANNALES DE L INSTITUT HENRI POINCARE PROBABILITES ET STATISTIQUES 67
ELECTRONIC COMMUNICATIONS IN PROBABILITY 67
PHYSICA A STATISTICAL MECHANICS AND ITS APPLICATIONS 65
JOURNAL OF PHYSICS A MATHEMATICAL AND THEORETICAL 59
PROBABILITY THEORY AND RELATED FIELDS 47
JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS 45
JOURNAL OF MATHEMATICAL ANALYSIS AND APPLICATIONS 42
JOURNAL OF STATISTICAL PHYSICS 41
JOURNAL OF APPLIED PROBABILITY 38
COMMUNICATIONS IN STATISTICS THEORY AND METHODS 37
PHYSICAL REVIEW LETTERS 37
BERNOULLI 36
STOCHASTICS AN INTERNATIONAL JOURNAL OF PROBABILITY AND STOCHASTIC PROCESSES 36
STOCHASTICS AND DYNAMICS 36
LECTURE NOTES IN MATHEMATICS 35
JOURNAL OF STATISTICAL MECHANICS THEORY AND EXPERIMENT 34
POTENTIAL ANALYSIS 34
ANNALS OF APPLIED PROBABILITY 31

Tablo 2.3 de, Brown hareketleri konu basliinda en ¢ok makale basilan dergi isimleri ve
dergilerde cikan yayin sayilar1 verilmektedir. Bu tablodan, istatistiksel fizik, matematiksel

fizik ve uygulamali matematik alanlarinda daha ¢ok yayin yapildigi goriilmektedir.
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Tablo 2.4. Brown hareketleri hakkinda yayinlanan makalelerin WOS indeksi icinde hangi

indeksler tarafindan tarandigi

Yayin
Web of Science Index sayisl
Science Citation Index Expanded (SCI-EXPANDED) 3876
Conference Proceedings 495
Emerging Sources Citation Index (ESCI) 282
Social Sciences Citation Index (SSCI) 142
Book Citation Index 149
Arts & Humanities Citation Index (A&HCI) 6

Tablo 2.4 de, yayinlanan makalelerin WOS indeksi icinde hangi indeksler tarafindan

tarandigin1 gostermektedir. Yayinlarin buyik cogunlugunun SCI Extended dergilerde

yayinlandigi goriilmektedir.

Tablo 2.5. Brown hareketleri konusu ile en ¢ok atif alan ilk 25 makalenin yazarlari, dergi
isimleri ve y1l basina diisen ortalama atif sayilar
Yil
basina
Yayin |Toplam | ortala
Makale ad1 Yazarlar Dergi ad1 yili atif ma atif
Role of Brownian motion in
the enhanced thermal IEE,IEII,J]IEF&% PHYSICS
conductivity of nanofluids Jang, SP; Choi, SUS 2004 1226 64,53
Stochastic Calculus for STOCHASTIC  CALCULUS
Fractional Brownian Motion | Biagini, Francesca; Hu, | FOR FRACTIONAL
and Applications | Yaozhong; Oksendal, | BROWNIAN MOTION AND
Introduction Bernt; Zhang, Tusheng APPLICATIONS 2008 493 32,87
Brownian-motion-based JOURNAL OF HEAT
convective-conductive model | Prasher, Ravi; | TRANSFER-
for the effective thermal | Bhattacharya, Prajesh; | TRANSACTIONS OF THE
conductivity of nanofluids Phelan, Patrick E. ASME 2006 390 22,94
Mean square displacement
analysis of single-particle PHYSICAL
trajectories with localization REVIEW E
error: Brownian motion in an
isotropic medium Michalet, Xavier 2010 370 28,46
Han, Y., Alsayed, A. M,
Nobili, M., Zhang, ]J;
Brownian motion of an |Lubensky, T. C; Yodh, A. SCIENCE
ellipsoid G. 2006 365 21,47
Role of Brownian motion
hydrodynamics on nanofluid | Evans, @ W;  Fish, J; ?gg%]lg%% PHYSICS
thermal conductivity Keblinski, P 2006 | 353 20,76
Di Rienzo, Carmine;
Piazza, Vincenzo;
Probing short-range protein | Gratton, Enrico; Beltram, gglralllgdl}]ENlCATIONS
Brownian motion in the | Fabio; Cardarelli,
cytoplasm of living cells Francesco 2014 342 38
G-expectation, G-Brownian . .
motion and related itocl}_lasslc Analysis  and
Stochastic calculus of ito type | Peng, Shige ppiications 2007 333 20,81
Phase-noise measurement in
a cavity with a movable PHYSICAL REVIEW A
mirror undergoing quantum | Giovannetti, V; Vitali, D 2001 327 14,86
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Brownian motion

From diffusion to anomalous

diffusion: A century after CHAOS
Einstein's Brownian motion | Sokolov, IM; Klafter, ] 2005 294 16,33
NMR survey of reflected REVIEWS OF MODERN
Brownian motion Grebenkov, Denis S. PHYSICS 2007 288 18
Accelerated degradation
models for failure based on LIFETIME DATA ANALYSIS
geometric Brownian motion
and gamma processes Park, C; Padgett, W] 2005 286 15,89
Making Sense of Brownian
Motion: Colloid | Hassan, Puthusserickal
Characterization by Dynamic | A.; Rana, Suman; Verma, LANGMUIR
Light Scattering Gunjan 2015 281 35,13
Multi-dimensional G-
Brownian motion and STOCHASTIC PROCESSES
related stochastic calculus AND THEIR APPLICATIONS
under G-expectation Peng, Shige 2008 280 18,67
Function Spaces and
Capacity Related to a
Sublinear Expectation: POTENTIAL ANALYSIS
Application to G-Brownian |Denis, Laurent;  Hu,
Motion Paths Mingshang; Peng, Shige 2011 272 22,67
Buttinoni, Ivo; Volpe,
Giovanni; Kuemmel, | JOURNAL OF PHYSICS
Active Brownian motion | Felix; Volpe, Giorgio; | CONDENSED MATTER
tunable by light Bechinger, Clemens 2012 270 24,55
Nanofluid flow and heat
transfer between parallel I(iglP\’AlﬁggEl\l/}EéAHEXI\?I%SDSAI\}g
plates considering Brownian | Sheikholeslami, Mohsen; ENGINEERING
motion using DTM Ganji, Davood Domiri 2015 266 33,25
Ergodic properties of PHYSICAL
fractional Brownian- REVIEW E
Langevin motion Deng, Weihua; Barkai, Eli 2009 265 18,93
The visibility graph: A new
method for estimating the EPL
Hurst exponent of fractional | Lacasa, L. Luque, B,
Brownian motion Luque, J.; Nuno, J. C. 2009 256 18,29
Huang, Rongxin; Chavez,
Direct observation of the full | [saac; Taute, Katja M,
transition from ballistic to | Lukic, Branimir; Jeney, | NATURE PHYSICS
diffusive Brownian motion in | Sylvia; Raizen, Mark G.;
a liquid Florin, Ernst-Ludwig 2011 245 20,42
Franosch, Thomas;
Grimm, Matthias;
Belushkin, Maxim; Mor,
Resonances arising from | Flavio M.; Foffi, Giuseppe; NATURE
hydrodynamic memory in | Forro, Laszlo; Jeney,
Brownian motion Sylvia 2011 241 20,08
Fractional Brownian Motion | Magdziarz, Marcin;
Versus the Continuous-Time | Weron, Aleksander; | PHYSICAL REVIEW
Random Walk: A Simple Test | Burnecki, Krzysztof; | LETTERS
for Subdiffusive Dynamics Klafter, Joseph 2009 241 17,21
CuO-water nanofluid flow
due to magnetic field inside a JOURNAL OF MOLECULAR
porous media considering LIQUIDS
Brownian motion Sheikholeslami, Mohsen 2018 227 45,4
Fundamental aspects of CHAOS
quantum Brownian motion Hanggi, P; Ingold, GL 2005 209 11,61
Accumulation of
Microswimmers near a
Surface Mediated by Eg}{%ls%ll REVIEW
Collision and Rotational
Brownian Motion Li, Guanglai; Tang, Jay X. 2009 198 14,14

Tablo 2. 5 de, en ¢ok atif alan ilk 25 makalenin yazarlari, dergi isimleri ve y1l basina diisen

ortalama atif sayilar1 verilmektedir.
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3.BOLUM
OSILATOR MODELLERIYLE BROWN HAREKETININ INCELENMESi

Sivi ya da gaz ortamlarda asili duran pargaciklarin hareketine sebep olan etkinin ne
oldugunu matematiksel olarak analiz etmeyi ilk basaran Einstein (Einstein, 1905) olmustur.
Einstein ilgili ¢calismasinda Brown parcaciklari adi verilen ve biiytikliikleri mikro ve nano
Olcekler arasinda yer alan parcaciklar1 kendilerinden ¢ok daha kiiciik ancak sayisal olarak
daha cok olan molekiillerin rastgele ¢arpismalari sonucunda hareket ettiklerini diistindi. Bu
rastgele hareketleri tamamen istatiksel metodlarla hesapladi. Einstein’in metodu, Perrin’in
(Perrin, 1909 ) deneysel metodu ile kanitlandiginda molekiillerin varligi ilk kez teorik olarak
kanitlanmis oldu. Bu calismada Langevin'in (Langevin, 1908) analitik metodunu ele alarak,

onceki bolimde tanimlanan osilator modeli ile Brown hareketleri incelenmektedir.

3.1. Langevin Denklemi

Brown parcaciklarinin 6zdes ve kiiresel oldugunu kabul ederek, sivi ya da gaz akiskan
ortamda hareketlerini inceleyelim (Langevin, 1908; Coffey, Kalmykov, Waldron, 2004).
Akiskan ortamin viskozitesi 7 ise ortam icinde parcaciga etki eden viskoz kuvveti Stokes
tarafindan

dx

~flE= (3.1.1)

Fois =
Ile verilir. Burada B =6mna ve a ise Brown parcaciginin yarigapidir. Par¢aciklarla molekiiller
arasinda rastgele carpismalar sonucu olusan kuvvete F dersek, Newton yasasi geregi

d’x F(D) dx (3.1.2)
T dt

yazilabilir. (3.1.2) esitligine Langevin denklemi denir (Langevin,1908). Bu denklemde Brown
parcaciklarina etki eden kaldirma kuvveti agirlikla dengelendigi icin hesaba katilmadi.
Burada m Brown pargaciginin kitlesidir. Tek bir parcacik i¢in (3.1.2) denklemini ¢6zmek ve
t'ye bagh olarak x parcacigin konumunu belirlemek oldukca zordur. Bunun sebebi,
molektllerin rastgele carpismalari sonucu Brown parcacigina etki eden rastgele F kuvvetinin
varligidir. Ancak tek bir pargacik yerine ¢cok sayida pargacigl ayni anda ele aldigimizda,
parcaciklarin ortalama yerdegistirmeleri hesaplanabilir. t=0 aninda pargaciklarin ortalama
konumu (istatiksel ortalamasi) (x) = 0 ise, herhangi bir anda yine (x) = 0 olarak kabul edilir

(Prigogine, 2017). Bu durumda,

AX=Xrms=/ (X?) (3.1.3)

degerini hesaplamak suretiyle, bir boyutta Brown parcaciklarinin ortalama konumdan
((x) =0) sapma miktar1 bulunabilir (Huang, 2005). (3.1.3) esitliginde xms , kare
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ortalamalarinin karekokiidiir (Zwanzing, 2001). (3.1.2) esitliginden xms ‘yi hesaplamak icin

asagidaki esitlikleri tiiretebiliriz:

dx? _ dx
dat - “fae
(3.1.4)
d?x® ) d?x o (d)()2
aez -~ “Fae dt
(3.1.2) esitligini soldan x ile ¢carparak ve ( 3.1.4) esitligini kullanarak
1d* (dX)Z _ B, (3.1.5)
M2ae™ a) |7 Tz

Cok sayida oOzdes pargacigin hareketi incelendiginden, (3.1.5) esitliginin ortalamasini
hesaplayalim(Huang, 2005).

1 B d
[Zdt2< ) () >]—< XF) =52 ()

(3.1.6)

(3.1.6) esitliginde ortaya cikan (xF) terimi, carpismalarin rastgele tabiatindan x ve F arasinda
korelasyon olmadigindan sifirdir. Boylece rastgele carpismalardan dogan F kuvveti ortadan
kalkar ( Mullin ve Brehem, 1989 ). (3.1.6) esitliginde sol taraftan ikinci terim, parcaciklarin
hizlarinin kare ortalamasidir. Termal denge durumunda istatistik mekanikte verilen Es

Boliisiim Teoremi
m(v?) = kgT (3.1.7)
seklindedir (Mullin ve Brehem,1989). Burada kg Boltzmann sabitidir. Boylece (3.1.6) esitligi

md(x?) Bd(x?) (3.1.8)

2 dtz BT 2 dt

olur. (3.1.8) esitligi (x?) ye gore sabit katsayili homojen olmayan ikinci mertebeden

d(X )

diferensiyel denklemdir. t=0"da (x?) =0 ve —— = 0 baslangi¢ kosuluyla (3.1.8) denkleminin

¢6zimil
(x?) = 2[1;_51‘ [Bt tm (e—%t _ 1)] (3.1.9)

olarak hesaplanir. Brown parg¢aciklarinin ¢ok kiiciik kiitleli oldugunu ve t>>0 zaman sonrasini
ele alirsak, (3.1.9) esitligi

2KgT (3.1.10)

(x?) =
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elde edilir. (3.1.10) esitligine Einstein-Smoluchowski esitligi denir (Einstein, 1905). Bu esitlik

Brown parcaciklarinin Xmms degerinin zamanla dogrusal olarak arttifim gosteriyor.

B =6mna ve kB=Ni ( R gaz sabiti ve Na Avagadro sayisi) yerine konursa
A

RT ¢ (3.1.11)
3mnalN4

(x?) =

sonucuna ulagilir. Burada bilinen biitiin degerler yerine yazildiginda ve deneysel
parametreler de eklendiginde avagadro sayisinin tam olarak ortaya ¢ikmasi sonucu Einstein

molekiillerin varligini matematiksel olarak kanitlamis oldu (Einstein, 1905).

3.2 Brown Hareketinde Harmonik Osilator Yaklasimi

(3.1.2) Langevin denklemi, akiskan ortamin viskoz kuvvetini ve ortamdaki molekiillerle

Brown parcaciklarinin rastgele etkilesmesini igerir. Brown pargaciklarinin harmonik bir

potansiyelde bulundugu ortamlarda incelenebilir. Bu durumda (3.1.1) esitligi
d?x d

X
mF—F(t)—Ba—kX

(3.2.1)

seklinde yazilabilir. Burada k=mw? yay sabitidir. -kx terimi harmonik potansiyelden ortaya
¢ikan bir kuvvettir. Bu terimin kaynagi ornegin elektromanyetik alan olabilir. Brown
parcaciklarinin elektriksel yiiklerini hesaba katarsak elektromanyetik ortam iginde her bir
Brown parcacigina dis elektromanyetik ortamin etki ettigi dusiintlebilir. Bu etki harmonik ya
da baska sekillerde olabilir. Bu yaklasimda harmonik olarak kabul ediyoruz. (3.1.4) ve (3.1.7)

esitligini kullanarak

m d?(x?) _ Bd(x?)
2 dt? SV T:

k) (3.2.2)

d(x?)
dt
denkleminin ¢6ziimu asagidaki sekilde bulunur (Hansen ve Barat, 2003).

denklemi elde edilir(Gitterman,2010). t=0"da (x?) =0 ve = 0 baslangi¢ kosuluyla (3.2.2)

—(B+o)t (a—B)t
kgTe 2m [B—a] + kgTe 2m [ —af N kgT (3.2.3)

2ka k

(x?) =

Burada a=,/B? — 8km bir sabittir. Uzun bir siire sonunda ( t>>0), ( 3.2.3 )esitligi

kgT kT (3.2.4)
2 = —
&%) kK  mol

degerine yaklasir (Pathria ve Beale, 2011). Bu sonug, harmonik dis kuvvetin etkisinde viskoz

bir ortamda hareket eden Brown parcaciklarinin Xmms degerinin zamanla sabit bir degere
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gittigini gostermektedir. Harmonik dis kuvvet olmadiginda ise, (3.1.10) esitliginde bulundugu

gibi, X:ms degeri zamanla artmaktadir. (x?) ile t'nin zamanla degisim grafigi asagidaki gibidir.

A
- 15
v

: /
kgl . \, e
B Lo - - —— = —

mwy 2 I ' /

Sekil 3.1. (x?) ile t'nin zamanla degisim grafigi

Simdi stiriicii dis kuvvetin zamanla degistigi durumu ele alalim;

d’x  dx F(t) (3.2.5)
S VL 2=
qz g T =

Burada y=$ , viskozite katsayis1 1 olan akiskan icinde a yaricapl kiiresel Brown

parcaciginin séniim katsayisidir. Sistem baslangicta dengede ise t aninda konumu

t
x(t) = f_ooG(t,t JF(t)dt (3.2.6)

Ile verilir (Ek-1). Burada

- 1 -yt , ,
e 2 sinfo(t—t)], t=>t

mw;
G(t, t") = (3.2.7)

0 , t<t

—

2
Green fonksiyonudur. w;= /w(Z, — y: diir.

20



Akiskan icinde Brown parcaciklariyla ortamdaki molekiillerin rastgele c¢arpismalarindan

kaynaklanan rastgele F(t) fonksiyonu su 6zellige sahiptir:
(F())=0
(FOF(t)) =T8(t—t)

(3.2.8)

Burada I'=2ymKkgT bir sabittir. (F(t)F(t")) korelasyon fonksiyonudur. (3.2.8) esitligi bir
molekiiliin t aninda Brown parcacigiyla ¢arpismasinin, baska bir t' aninda ¢arpismasina etki
etmedigi yani t ve t’ aninda yaptig1 carpismalar arasinda korelasyon olmadig1 anlamina gelir.
Bunu da matematiksel olarak agiklamak i¢in 8(t-t") ise Dirac Delta fonksiyonunu kullanmak
uygun olur(Pathria ve Beale, 2011;Hassani ve Barrat, 2003).

t=t" ,
6(t—t) = (3.2.9)
t#t’ ,0

(x?) degerini hesaplamak icin (3.2.6) esitliginden

torto1 ov(ety) —v(e-ty)
<x2>=j_ ] j ame 7o 7 sinlan(e= )] sinfon(t— NPEDP(E)AL,

(3.2.10)

(3.2.8) denklemini (3.2.10)’ da kullanirsak

tortor oy(ety) —v(e-ty)
(x?) =f f a2 2 e 2 sin[w;(t—t})]sin[w,(t—t5)]6(t;" — t,")dtidt)
—00 v —00 1

(3.2.11)

(3.2.11) iki kath integralini ¢ozebilmek icin, Dirac-Delta fonksiyonunun asagidaki 6zelligini
kullanabiliriz(Grozin,2014);

teo 3.2.12
f FGOB(x — xo) = (o) (3.2.12)

Boylece (3.2.11) integrali

(3.2.13)

t

r

(x?) = f - e V() sin?[w, (t — t)]dt’
—0 1

tek kath integraline doniisiir. Simdi y=t-t’ integral dontisiimiinii uygularsak

21



(3.2.14)

*° T
(x?) = f - e™ VY sin?[w,y]dy
0 1

elde edilir. (3.2.14) integrali reel ve analitik yontemlerle kolayca hesaplanabilir ve sonug

olarak

2r (3.2.15)

2 =
&) m?(y3 + 4yw?)

2
bulunur. I'=2ymksT ve w?=wé — y: oldugundan

kgT (3.2.16)
wg

(x?) =

sonucuna ulagilir. Bu sonuc¢ daha 6nce bulunan (3.2.4) ile aynidir. Boylece genel bir rastgele

kuvvet durumunda da (x?) nin sabit bir sonuca ulastig1 anlasilir.

3.3. Dalgalanma - Soniimleme Esitligi
(3.1.2) ile verilen Langevin denklemini hiz cinsinden ifade edersek

dvv B, _FO (3.3.1)

dt m

seklinde yazabiliriz. Genel bir F(t) siirticii kuvveti icin birinci mertebeden homojen olmayan

diferensiyel denklemi ¢6zmek i¢in

B
v(t) = e m'y(t) (3.3.2)
degisken doniisiimii yaparak (3.3.2)’ nin tiirevini alirsak

-Btdy F(t)
em —= ——

dt m
ya da

d 1 Bt
& _ —emF(t) (3.3.3)
m

elde edilir. (3.3.3)"lin integralini alirsak
1 [t B
y(® =y(0) +— f em F(t")dt’ (3.3.4)
0

bulunur. t=0"da y(0)=v(0)=0 oldugundan
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t Bt,

ﬂ 1 — /] ’
y(t) = em v(t) +Bfo emF(t")dt

1t —B(t—t’)F ndt
v(t) _Efo e m F(t)dt (3.3.5)

elde edilir. Simdi (v?) ortalamasini elde etmek i¢in (3.3.5)’den

(v?) =

ErE(F(t)F(ty)) —Blt=t) —B-tp
ffTe m e m dt,'dt, (3.3.6)
0 Y0

yazilabilir. Siiriicti kuvvet i¢in (3.2.8) esitliklerini kullanarak
(F(t,HF(t))=2B8(t, — t,) (3.3.7)

Burada B, dalgali kuvvetin biiyiikliigiiniin bir 6lciisiidiir ( Pathria ve Beale, 2011 ). (3.3.7)’yi
(3.3.6)’da yazarsak ve Dirac-Delta fonksiyonu icin (3.2.12)’ yi kullanirsak

t2B —2B(t-t))
<V2) = Fe m  dt;
0

B —2pt (3.3.8)

elde edilir. (v?), t=0'da (v?) =0 ve t— o’da yani termik dengede (v?) =B£m oldugu

gorilmektedir. Bu ise zaman ilerledik¢e dalgalanmanin kararl bir duruma dogru gelistigini
gostermektedir (Prigogine, 2017). Istatiksel mekanikte, kararh durumlar icin es béliisiim

teoremine gore
1 1
Em(vz) = EkBT (3.3.9)

oldugu bilinmektedir(Schwabl, 2005). Buna gore t— oo kararli durumunda
B = BkgT (3.3.10)

esitligi elde edilir. Bu esitlige dalgalanma sontiimlenme teoremi denir (Pathria ve Beale,
2011). (3.3.10) esitligi dalgalanmaya sebep olan siirticii F kuvvetinin biiytiklGgiiniin bir
Olclsii olan B ile, viskoz ortamda séniimlenme katsayisi olan (3 arasindaki dengeyi ifade eder.

Bu denge durumu ayni1 zamanda termal denge anlamina da gelir (Prigogine, 2017).

3.4. Kiitlesi Zamana Bagh Osilatérler

Son yillarda kiitlesi zamana bagl osilatorlere olan ilgi giderek artmaktadir. Bu tiirden
problemler 6zellikle kuantum optiginde, lineer ve lineer olmayan osilatorlerde (Goychuk ve

Poschel, 2021), molekiillerin ayrismasinda (Portman, Khasin, Shaw, Dykman, 2010),
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biyolojide popiilasyon dinamiginde (Ellis, Petrovskaya ve Petrovski 2019), borsa
dalgalanmalarinda (Canessa, 2009 ), astrofizikte (Benz, 2000; Chandrashekhar, 1943 ) ve
Brown hareketleri konusunda genis arastirma alanina sahiptir. Rastgele degisken kiitleli
stokastik osilatorlerin detayli incelenmesi icin M. Gitterman'in Kitap ve makalelerine
basvurulabilir (Gitterman, 2005, 2012(a), 2012(b) ).

Bu calismada, viskoz bir ortamda serbest hareket eden Brown pargaciklarina etki eden
zamana bagh rastgele dis kuvvetin (molekillerin ¢arpismasindan kaynakl) etkisiyle,
carpisarak parcaciklarin birbirine yapisarak kiitle kazanmasi problemi iizerinde

durulmaktadir.

Kiitlesi m=m(t) zamana bagli ve harmonik potansiyelde bulunan Brown pargacig1 icin,
Newton'un hareket yasasindan

d dx dx

—|m(t)— — + kx(t) = F(t 341

=|mo |+ B+ 1x0 = F® (3:4.1)
yazilabilir. Burada f viskoz ortamda soniimleme katsayisi ve F(t), molekiillerin Brown
parcaciklarina rastgele carpismasindan kaynaklanan dis kuvvettir. kx(t) terimi harmonik
kuvveti temsil eder. (3.4.1) denkleminde

ol

= | o (3.4.2)

degisken degisimi yapalim. Bu durumda

d drd 1 d

dt~ dtdr - modr (3:43)
yazilir. Burada
v dF
F(t) = f F(t")dt' = — = v/ (Y)F[v(t)] — u' (Y)F[u(t)] (3.4.4)
u(t) dt
Leibnitz kurali kullanilmistir(Hassani, 2013). (3.4.3)’li (3.4.1)’de yerine yazarsak
X % 4 lm(Ox = mOFCE (3.4.5)
drt? Bd‘t m(Ox = m(OFO o
elde edilir. Bu denklem siirticti dis kuvvetin etkisinde frekansi zamanla degisen ve
w? = km(t) (3.4.6)

ile verilen parametrik sontimlii osilatordir ( Gitterman, 2012(b), 2014). k=0 6zel durumunda,

V=% alarak (3.4.5) denklemi
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dv
BV =E8® (3:4.7)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ (t) =m(t)F(t)’dir. Bu denklem Kkiitlesi zamanla degisen Langevin
denklemidir. Zamanla kiitlesi degiserek eylemsizlik momenti degisen Langevin tipi
denklemler iizerine ¢alismalar literatiirde mevcuttur (Sprenger, Jahanshahi, Ivlev, Lowen,
2021). Bu calismada ise, siiriicii dis kuvvetin etkisiyle kiitlesi {istel artan Brown parcaciklari
incelenmektedir.(3.4.7) denklemi (3.3.1) denklemine benzer sekilde ¢oziilebilir.

v(t) = jte_B(T_T’) m(t)F(t)dt (3.4.8)
0

Ortamdaki molekiillerin rastgele carpismalari sonucu rastgele hareket eden Brown
parcaciklar1 birbirlerine yapisarak kiitle kazanabilirler (Gitterman ve Klyatskin,2010).
Baslangicta my kiitlesine sahip olan bir parc¢acik art arda carpismalarla kiitlesi artar. Bu kiitle

artisinin Ustel olarak degistigi diisiiniilebilir. Burada bu artis
m(t) = my(2 — e ) (3.4.9)

seklinde alalim. Bu tiir kiitlesi listel olarak artan osilatorler ilk olarak Caldirola ve daha sonra
Kanai tarafindan incelendi (Caldirola, 1941; Kanai,1948). Bu tiir osilatorler 6zellikle kuantum
optiginde genis uygulama alan1 bulmaktadir ( Scully ve Zubairy, 1997 ). (3.4.2)'de (3.4.9)'u
yerine yazarsak

T In (2e* —1) (3.4.10)

- 2mgA

sonucuna ulasilir. t=0'da m=my ve t - © (7 = o)’'da m - 2mp oldugundan burada kabul
ettigimiz modele gore my < m < 2m, araliginda bir kiitle degisimi vardir. (v?) degerini
hesaplamak i¢in (3.4.8)’den

) = f T f P e B e m (D) ey Ay (3.4.11)
0 Y0

elde edilir. Burada

2m0e2m07\1:
m(t) = oAt 1 (3.4.12)
olarak bulunur. (3.4.11)’de
(F(t)F(t5)) = 2B&(t] — 15) (3.4.13)

alirsak (Gitterman, 2011);
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8m0 2 Bezmo}\(":ll +T’2)

(eZmO}\tlr + 1)(e2molrzl + 1)

8(ty — t5)dt,'dt,’

(v2) = fffre_s(r—r’l)e—s(r_rrz)
0 70

(3.4.14)
Delta fonksiyonu icin (3.2.12) dzelligini kullanirsak
T e(a+2b)111
2y _ 2R a2 /

elde edilir. Burada a=2f, b=2myA kisaltmasini kullanalim. Sonug olarak

) 4Bm3 . 2be@+2) b b (a) (a+b> 2be(+20) 2F1(12 a 5 a 4
(= e T e ) i) (L2Hg 345

(3.4.16)

sonucuna ulasilir. Burada H(x), harmonik say1 fonksiyonu ve 2Fi(ci,coc3,c4) ise
hipergeometrik fonksiyondur (Wolfram, 2003).

mo=1, $=0,5, A=0,5 icin (v?) nin degisimi asagidaki gibidir.

<v?>

Sekil 3.2. (v?) nin 7 ile degisimi
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SONUC VE TARTISMA

Dogada bulunan her canli ya da cansiz varliklar siirekli hareket halindedirler. Maddenin en
kiiciik yapr tasi olan atomlar ve onlari meydana getiren atomalt1 parcaciklardan, evrenin en
biiylik nesneleri olan yildizlara ve onlardan meydana gelen galaksilere kadar her varligin
durmaksizin hareket halinde oldugu goriilmektedir. Bu hareketin icinde ise en dikkat ¢ekeni
kuskusuz titresim hareketidir. Tez calismasinda, fizigin temel ugrasi alanlarindan biri olan
titresim hareketi ele alind1. Titresim hareketiyle ilgili temel diizeyde bir siniflama tezin birinci
bolimiinde verildi. Konuyla ilgili literatiirde ¢ok sayida kitap bulunabilir. Burada fizigin farkh
alanlarinda Kkarsilasilan osilatorler ( titresici ) kisaca 6zetlendi. Birbirinden cok farkh
alanlarda model olarak osilatorler ¢ok yaygin olarak kullanilmaktadir. Sadece fizigin
arastirma alanlarinda degil, kimyada, biyolojide, miihendislikte, ekonomide ve popiilasyon
dinamiginde genis uygulama alanlar1 vardir. Tez ¢alismasinda bu uygulama alanlarindan biri
olan Brown hareketleri konusu ele alind. ilk olarak 1800 lii yillarin ikinci ¢eyreginde, sivi
uizerinde asili duran polen parcaciklarinin rastgele hareketleri olarak gézlemlenen titresim
hareketlerinin, ilerleyen yillarda ¢ok farkli sonucglara kapi araladigi goriildi. Yapilan
bibliyografik incelemede, 6zellikle 1980 li yillardan itibaren, Brown hareketleri denilen
konunun, temel bilimlerin yani sira miihendislik ve hatta sosyal bilimlerde genis uygulama
alani buldugu gorilmistiir. Ikinci bélimde, bu uygulama alanlari, yayin sayilari, atif sayilari
gibi farkli bibliyografik parametreler tizerinde durulmustur.

Tezin Uglincli bolimiinde ise, Brown hareketi yapan pargaciklarin matematiksel analizi
yapilmaktadir. Bu konuyla ilgili ilk detayli c¢alisma A. Einstein tarafindan yapilmistir
( Einstein, 1905). Bu calismada ise Langevin dinamigi kullanilmaktadir (Langevin, 1908 ). Sivi
ya da gaz ortamda asili duran pargaciklarin boyutlari, mikro 6lcekten nano 6lgege kadar
degismektedir. Mikroskop altinda g6zlemlenebilen bu parcaciklar, ortamdaki molekiillerle
karsilastirildiginda oldukca biiytikttrler ( Bir molekiiliin yaklasik 100 bin kati ). Sivi ya da gaz
ortamdaki molekiller siirekli hareket halindedirler. Bu hareketleri sirasinda Brown
parcaciklarina her yonden art ardina ve rastgele carparlar. Bu carpmalarin etkisiyle
parcaciklara etkiyen ve zamana bagl olan rastgele bir dis kuvvet olusur. Ayrica pargaciklar,
icinde bulunduklar1 ortamda bir viskoz ( siirtiinme ) kuvvete maruz kalirlar. Langevin
modeline gore, parcaciklarin 6zdes olduklar1 kabul edilerek, bu hareket incelenebilir. Ancak
buradaki zorluk, kuvvetin rastgele olmasindan dolay1 hareketin de rastgele olmasidir. Bu
nedenle, tek bir parcacifin hareketi yerine, cok sayida parcacifin hareketi ele alarak
istatistiksel inceleme yapmak gerekir (Tsallis, 2009, Zwanzing,2001). Parametreleri zamanla
rastgele degisen parcaciklarin hareket denklemlerine “ stokastik denklemler” denilir (Le Gall,
2016). Bu bolimde incelenen Langevin denklemi de bu tiirden denklemlere bir 6rnektir.
Stokastik denklemler ve fizikte uygulamalar igin literatiire bakilabilir (Klyatskin, 2005).
Langevin denkleminin 6ncelikle temel diizeyde ¢6ziimii yapilarak, parcaciklarin konum ve
hizlarinin kare ortalamalar1 hesaplandi. Daha sonra, molekiillerin rastgele ¢arpismalarinin

dogurdugu zamana bagl rastgele kuvvetin yapis1 géz ontline alinarak daha genel bir ¢6ziim
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yontemi ele alindi. Burada temel yaklasim, parc¢aciklarin 6zdes olmasi, hareketin bir boyutta
izdiisimiiniin alinmasi ve bir t aninda ki ¢carpmanin olusturdugu kuvvetin hemen sonra t’
aninda ki ¢carpmanin olusturdugu kuvvete bagli olmamasi yani iki kuvvet arasinda bir
korelasyonun olmadig1 yaklasimidir. Buradan elde edilen sonuglarin, dalgalanma-
soniimlenme teoremi olarak bilinen 6nemli bir sonuca gotiirdigi gorildi. Bu teorem,
sistemdeki parcaciklar1 stlirekli hareket halinde tutmaya c¢alisan rastgele kuvvetle,
parcaciklar1 yavaslatip durdurmaya ¢alisan viskoz kuvvetin arasinda nasil bir denge olmasi

gerektigini gostermesi bakimindan énemlidir.

Bu calismada, ayrica, Langevin yaklasimindan biraz farkli olarak, pargaciklarin sabit kiitlede
olmayacagl varsayimi yapilarak bir inceleme yapilmistir. Parcaciklarla molekiillerin
carpismalari, parcaciklarin rastgele hareket etmesine sebep olurken, parcaciklar da
birbirleriyle carpisabilirler. Bu c¢arpismalarda parcaciklar birbirlerine yapisarak Kkiitle
kazanabilirler(Gitterman, 2010). Kiitlesi zamanla degisen Brown parcaciklariyla ilgili son
yillarda 6nemli ¢alismalar yapilmaktadir (Gitterman ve Klyatskin, 2010 ). Bu ¢alismada, kiitle
degisimi belirli bir sinir deger arasinda tutularak ( baslangi¢ kiitlesinin en fazla iki katina
kadar ), parcaciklarin hizlarinin zamanla degisimi incelenmistir. Sekil 3.2 de kare hiz
ortalamasinin zamanla degisiminin asimtotik olarak arttig1 ve sabit bir degere yaklastigi
gorillmektedir. Rastgele carpismalarin ve olusan rastgele kuvvetin etkisiyle rastgele hareket
eden parcaciklar, zaman ilerledikce kararli bir harekete dogru yaklasmaktadir. istatistiksel
olarak baktigimizda, termik dengeye ulastifinda enerjinin parcaciklar arasinda esit
paylasildig1 bir denge durumunun olustugu seklinde yorumlayabiliriz. Bu da dalgalanma-
sonlimlenme teoremine gore, sonlimleyici kuvvetle siiriicii kuvvet arasindaki denge

durumuna gecisi gostermesi bakimindan énemlidir.

Tez calismasinda ele alinan problemler, parcaciklarin klasik hareketleriyle ilgilidir ve bu
nedenle klasik mekanik ¢cercevesinde incelenmektedir. Parcaciklarin boyutlari nano 6lgek ve
altinda olmasi durumunda kuantum etkilerin de devreye girecegi aciktir. Bu tiirden
problemler, kuantum Brown hareketleri konusuna girer ve ayri bir arastirma alanidir. Burada
ozellikle nano 6lgek bolgesinde parcaciklari incelemek ilging olabilir. Bu skalada bulunan
parcaciklar hem klasik davraniglar sergilerken hem de kuantum 6zelliklerini muhafaza
ederler. Klasik ve kuantum ara bolgesinde bulunan boélgede pargaciklarin hareketleri
koherent haller olarak bilinen bir yontem sayesinde incelenebilir. Koherent hallerin

yardimiyla yapilacak detayl bir analizin literatiire 6nemli bir katki sunacagi beklenebilir.
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EK 1. Zorlamali1 S6ntimlii Harmonik Osilatér Denkleminin Genel Coziimii

d?x  dx F(t) (1)
er L o W
az T Vg T =

Burada x(t)=eaty(t) degisken doniistimiinii yapalim

dx dy (2)
ax _  at at &Y
it ae?'y(t) +e It
d?x d?y dy (3)
Frele eatF + 2ae?t— i + aZe?ty(t)

(2) ve (3)’G (1)'de yerine yazalim

d%y F(t) (4)

ea‘t[d >+ (2a+y)—+(a +va+ wd)y] =

a sabitini, (4) denklemindeki 2. terimi sifir yapacak sekilde segebiliriz. Boylece a=-y/2 olur.

(4) denklemi

d’y Y F(t)er"/? (5)
+ —ly=—"—
dt? 4 m

2
seklini alir. Burada w? = w3 — YT alirsak, (5) denklemi w frekansh zorlamali bir osilatér olur.

Simdi,

dy (6)
&= @ + iwy
Degisken dontlisiimiinii yapalim. Bu durumda (5) denklemi
d
di iwé = —F(t)eyt/2 (7)

Birinci mertebeden diferansiyel denkleme doniisiir. Bu denklemin homojen ¢oziimi,

= (8)
E-l(&)f—o

E h:Aeiwt

Genel ¢6zlim & =A(t)eiot formundadir. Bunu (7)’ de yerine yazalim
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dA . . . 1
—el®t + jdel®t — iwde!®t = —F(t)eY"/?
dt m

) 1
iot — _ F(t yt/2
e - (t)e

dt
t 1 . Vi 9
At) = f —F(t)eY"/2e7(=dt’ + A(0) ©)
0
Burada A(0)=£(0)=y(0)=x(0)=0 alinirsa
. t1 -
&) = e“”tf —F(t)eYV/2 emlot gy’
o M
t1 : /
= f —F(t)er"/2 ettt/ (10)
o M
(10) denkleminde
el®(t=t) = cos[w(t — t')] + isin[w(t — t')] (11)
yazarak (6) esitligiyle karsilastirirsak
t1 12
y(t) =f —F(t)e™""/2 sin[w(t — t')]dt’ (12)
0 Mw
elde edilir. x(t)=e-1/2y(t) oldugundan
t1 , 13
x(t) =f —F(t)e YEt/2 sin[w(t — t")]dt’ (13)
0 Mw
genel ¢ozlimiine ulasilir. Burada
(14)

1 :
x(t—t) = —e O sinw(t - t)]dr

cevap fonksiyonudur(Pathria ve Beale, 2011 ). Bu denklemin uygulamalan icin ayrica
(Landau ve Lifshitz) bakilabilir.
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